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PREMIÈRE LEÇON 


LA TRANSLATION 


1. Introduction. 


La recherche des problèmes décourage souvent le 
débutant en géométrie; dans la découverte de la solu- 
tion, l’intuition joue un rôle très important et, pour 
ceux à qui elle fait défaut, le problème se présente 
parfois comme une devinette. 

L’emploi des transformations des figures diminue 
considérablement le rôle de la divination, il fournit à 
l'esprit des procédés de recherche très fructueux. Nous 
ne ferons pas une théorie détaillée des transformations, 
nous expliquerons sommairement les propriétés de 
chacune d’elles et nous les utiliserons pour la résolu- 
tion des problèmes. 


2. Vecteur. 


On appelle vecteur uno portion de droite ayant une 
origine À et une extrémité B. On représente ce vecteur 
par la notation 
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AB qui se lit « vecteur AB ». 


"“ 


Pour situer le vecteur AB dans l'espace, 1l faut con- 
naître : | 


SUIS 


; --------- > 
Ligne d'action A 
urigine extrémité 
τα. 1. — Représentation d’un vecteur. 


a) sa ligne d’action, qui est la droite indéfinie pas- 
sant par À et B (sans aucune considération de sens) ; 

b) son sens, qui est le sens dans lequel il faut se dé- 
placer sur cette droite pour aller de À vers B ; 

c) son module, qui est la longueur du segment de 
droite AB ; ; 

d) son origine, qui est le point A. 


A 


Fra. 2, — Vecteurs équipollents. 


ΔῊ TR . . ; 
Deux vecteurs AB et A'B’, qui ont des lignes d’ac- 
tion parallèles, même sens et même module sont équi- 
pollents, où égaux, ils ont même grandeur géométrique. 
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L’équipollence de deux vecteurs AB et καῇ" se repré- 
sente par légalité géométrique 


AB = À'B 
8. La translation. ἡ 


\ 

Un vecteur V étant donné, il dé finit une translation, 
que rous représenterons par la notation T. 

Nous obtiendrons le transformé M’ d’un point | M 
par la translation T en construisant le vecteur MM’ 
équipollent à V. Nous obtiendrons la transformée (ΕΠ) 
d’une figure (F) en construisant les transformés de 
tous ses points. 


À 


᾿ ᾿ς 
A > B 
Ὗ Ne Wii 
B 
ας. 3. — Définition de la translation. 


Une figure et sa transformée peuvent coïncider par 
un simple glissement dans le plan, nous dirons qu'elles 
sont directement égales. | 

La transformée d’une droite est une droite parallèle, 
le transformé d’un vecteur AB est un vecteur équipol- 
lent ΑἾΒ'. Cette propriété est caractéristique de la trans- 
ation, c’est-à-dire que si une transformation fait eor- 
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respondre à un vecteur arbitraire-un vecteur équipol- | 
lent, cette transformation est une translation. : 


4. Problème n° 1. 

À est un point fixe, le segment mobile AB conserve 
une longueur constante |, le vecteur BD reste équipollent 
à un vecteur fixe εὐ ABCD est un parallélogramme. 

19 Trouver les lieux des points B et D. 1 

20 Montrer que les côtés BG et CD prolongés passent 
chacun par un point fixe. 


40 D est transformé de B dans la translation T défi- 
ne par le vecteur V: le lieu de B est le cercle de centre 
À et de rayon ἰ, celui de D est son transformé par T. 1] 
a pour centre le transformé K de À, défini par 

NA ce 


ΠῚ a pour rayon ἰ. 


Fic, 4. 


20 D) étant le transformé de B, la droite CD est la 
transformée de la droite AB, puisqu'elle lui est paral- 
lèle. 
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La droite AB passe par le point fixe Δ, CD passe par 
son transformé, le pont fixe F. 

B est le transformé de D dans la translation T' défi- 
nie par le vecteur opposé à Va droite BC est la trans- 
formée de la droite AD par cette nouvelle translation, 
puisqu'elle lui est parallèle. 

La droite AD passe par le point fixe À, la droite BC 
passe par le point fixe E, le vecteur AË étant opposé à 
Y. ù 


5. Problème n° 2. 


Le côté BG d'un triangle 
ABC restant fixe, Le sommet 
À décrit un cercle passant 
par Bet (ἃ. Trouver le lieu 
de son orthocentre H. 


Soit C' le point diamé- 
tralement opposé à (ἃ ; les 
droites ἃ À οὐ HB, perpen- 
diculaires à AC sont paral- 
lèles ; les droites CB οἱ Fra. 5. 

AH, perpendiculaires à BC | 
sont parallèles. Le quadrilatère C'BHA est un parallé- 
log'amme et on ἃ légalité géométrique : 


ACL CE 


στῇ € Φ La Bi 
C'B est un vecteur fixe ; il définit une translation T. 
ΠῚ est le transformé de A par la translation T, le lieu de 
ΠῚ est le transformé du lieu de À par cette translation. 
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Construction du lieu : soit O le centre du cerele cir- 
conscrit à ABC ; (ο᾽ est le milieu de CC’). Menons OÙ! 
équipollent à CB, O’ est le centre du cercle cherché, 
son rayon est égal à OC. 
: Nous remarquons que si le point À vient en C!, le 
point H vient en B ; le lieu de H passe donc par B et C. 
À décrit le cercle donné en entier, H décrit son trans- 
formé en entier. 


6. Problème n° 8. 


Un problème de construction est souvent résolu 
par la découverte de lieux géométriques. La transla- 
tion simplifie souvent les problèmes de constructions. 


Déterminer une droite parallèle à une direction donnée 
telle que deux droites (Di) et (D,) interceptent sur cette 
droite un segment de longueur donnée 1. 


Analyse du problème : Supposons le problème résolu, 
soit AB le segment cherché (A sur (Di), B sur (D,)), la 
grandeur géométrique du vecteur AB est déterminée 
au sens près. 51 V'est un vecteur parallèle à Ia direction 
fixée, de longueur ἐ, de sens arbitraire, on peut écrire, 


soit AB ΝΥ soit AB — NT 


(nous représentons par — V un vecteur opposé à V, 
c’est-à-dire, ayant une direction parallèle, même lon- 
gueur, mais de sens contraire). 

S1 le point B n’était plus assujetti à demeurer sur 
(D), le point A décrivant (D;) le point B décrirait : 


à. - méme nement ins Se st 
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soit la droite (A) transformée de (D;) par la trans- 
‘lation que définit le vecteur V, | Lu 

soit la droite (Δ΄) transformée de (D;) par la trans- 
lation que définit le vecteur — Υ. 


τς. 6. 


Le point B devant se trouver également sur (D,) 
sera à l'intersection de (D,) et de l’une ou l’autre des 
droites (A) et (A'). Ὁ 


Construction. — O étant un point de (Di) construi- 
sons les vecteurs 
; > > τ --» 
OM: ΞΞΝ , ΟΜ’ = — V 
Par les points M et Μ' menons les droites (Δ) et 


(Δ΄), parallèles à (D). Elles coupent (D,) aux points 
B et Β΄, 
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Par ces points menons les parallèles à la direction 
donnée, elles coupent (D;) en A et A’. 

Les segments AB et A’B' sont les solutions du pro- 
blème. 


Discussion. — Si (D;) et (D,) sont concourantes, 
2 solutions 


si (D1) et (D,) sont parallèles : 
— οὐ bien ni (A) ni (Δ) n’ont de points communs 
avec (D), le problème est impossible, 


— ou bien l’une de ces droites est confondue avec 
(D,), le problème est indéterminé. 


7. Problème n° 4. 


Etant données deux droites parallèles (D;) et (D), et 
deux points À et B de part et d'autre de la bande, déter - 
miner les points M sur (D), N°sur (D), tels que les 
deux conditions suivantes soient réalisées. 


a) ligne brisée AMNB de longueur minimum ; 
b) segment MN parallèle à une direction donnée. 
La disposition des points est indiquée par la figure 7. 


Analyse du problème. — Supposons le problème 
résolu et remarquons que le vecteur N M est équipol- 
lent à un vecteur donné V, qui définit une transla- 
tion T. 

Appliquons au segment BN la translation T, nous 
obtenons le segment parallèle et égal B'M puisque M 
est le transformé de Ν par la translation T. 

La longueur MN étant connue, les longueurs ΒΝ οἱ 
B'M étant égales, le problème revient à déterminer 
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M de telle sorte que B'M + MA soit minimum. Cette 
condition est réalisée lorsque Δ, M et Β' sont en ligne 
droite. 


Ἰὰς 7. 


Construction. — Tracer une parallèle quelconque à 
la re donnée, elle coupe (D;) en P, (D,) en Ὁ et 
QP — 

ne BB; équipollent à ἽΝ 

Traçons B'A, cette droite coupe (D;) en M. 

Par M, menons la parallèle à la direction donnée qui 
coupe (De) en N. 


Discussion : Le problème est toujours possible, sauf 
si la direction donnée est parallèle à (D;) et (D,) ; 1] 
n’y ἃ qu’une solution. 


8. Problème n° 5. 


Construire un quadrilatère ABCD connaissant : 
pare 


les grandeurs géométriques des vecteurs AË, BD 
les longueurs des segments. AD, CB 
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Données : | 
AC=U , BD=V 
AD = 1 CBS 
Analyse du problème. — Remarquons que la trans- 


lation définie par la vecteur DA (qui est un vecteur in- 
connu), transforme le point D en À, le point B en un 
point Β΄, et que les données nous permettent de cons- 
truire le triangle CAB’. Celui-ci étant construit, nous 


construirons le triangle BB'C connaissant ses trois 


côtés : 
B'C, BC =1 , ΒΒ’ = AD — /’ 


Remarque. — Ici, intervient un. fait nouveau : le 
vecteur qui détermine la translation est un vecteur 
inconnu, mais cette translation place les différents 
éléments donnés dans une position favorable à la cons- 


truction. 


οτ 
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᾿ : LH ἐπε LETTRES > 
‘Construction. — Traçons. AC = U, AB -- — V. 
Construisons le triangle Β΄ ΒΑ connaissant ses trois 
λ _— > 
côtés, puis traçons BD — V. 

Discussion. — Le problème est possible si la cons- 
truction du triangle BB'C est possible, c’est-à-dire si 
les conditions suivantes sont réalisées 

[I— FI <B'C<1+/ 


Le problème admet en, général deux solutions cor- 
respondant aux deux Fate ‘BCB, et B'C B, 
Si 
[I —l'| = B'C ou! +! = B'C 


il admet une solution double. 


9. Problème no 6. 


Construire un quadrilalère convexe connaissant les 
longueurs des diagonales AG et BD, leur angle, et les 


AN EANONE AA 
angles À et C du quadrilatère. 


Analyse du problème. -- Supposons le problème 

5 ῇ , L4 ΠΝ 

résolu et considérons les transformés du vecteur AC, 
> το 

par les translations définies par les vecteurs AB et AD ; 


ce sont les vecteurs BC et DC’. D’ après la propriété 
fondamentale de la translation 


Gi. AB 00e AD 


La figure BDC''C' est un parallélogramme que les 
données nous permettent de construire et le point C se 
détermine ensuite par des intersections d’ares capables. 


BRETON. — Géométrie plane 2 
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Construction. —Traçons le parallélogramme BDC'C' 
dont nous connaissons deux côtés consécutifs et un 
angle ; ce problème admet deux solutions symétriques 
nous considérerons l’une d’elles. 


Traçons l'arc capable de l'angle À relatif au segment 
C'G'' et situé dans le même demi-plan que BD (le qua- 
drilatère étant convexe, Gest à l’intérieur du parallélo- 


gramme). Traçons l'arc capable de langle Ô relatif 
au segment BD et situé dans le même demi-plan que 
C'C!'. Les intersections de ces deux arcs capables si- 
tuées à l’intérieur du parallélogramme sont des posi- 
tions possibles du point C. 

En menant CÀ — C'B, déterminons le point A. 


Discussion. — On peut avoir, 0 solution, 1 solution, 
1 solution double ou 2 solutions. 
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Remarque. — Nous avons fait ici, intervenir deux 
translations définies par des vecteurs inconnus ; l’em- 
ploi de plusieurs translations est fréquent dans les 
problèmes de constructions. 


10. Conclusion : Classification des problèmes. 


Ces quelques exemples nous montrent que la trans- 
lation peut être utilisée pour la résolution de plusieurs 
types de problèmes que nous allons classer ici. 

Dans quel cas convient-1l d'utiliser la translation ? 
on peut dire qu’il est utile d'utiliser cette transforma- 
tion lorsque dans la figure apparaît un vecteur équi- 
pollent à un vecteur invariable. 

Comment utiliser la translation ? 

S'il s’agit d’un problème de lieu géométrique, on 
recherchera si le point dont on demande le lieu est 
transformé par translation d’un point dont on connaît 
le lieu (problèmes 1 et 2). 

S'il s’agit de trouver l'enveloppe d’une courbe, on 
recherche 81 cette courbe est la transformée par trans- 
lation d’une courbe dont on connaît l’enveloppe (pro- 
blème 1). 

S'il s’agit d’une construction géométrique : 

on peut appliquer les conclusions relatives aux pro- 
blèmes de lieux géométriques (problème 3), ou trans- 
former la figure en une plus facile à construire en fai- 
sant subir à certains éléments une ou plusieurs trans- 
lations convenablement choisies. 


DEUXIÈME LEGON 


LA ROTATION 


11. Angle orienté de deux demi-droites. 


On appelle angle de deux demi-droites ayant même 
origine, angle dont il faut faire tourner la première 
pour l’amener sur la seconde. 

Un angle ainsi défini st orienté, c’est-à-dire qu’on 
a choisi une demi-droite origine (la 47e) et une demi- 
droite extrémité (la 2°). 

La superposition peut être réalisée d’une infinité de 
manières puisqu'il est possible de faire plusieurs tours 
avant de s'arrêter et la rotation peut se faire dans l’un 
ou l’autre sens. 

Si nous orientons le plan, c’est-à-dire si nous choi- 
sissons un sens de rotation autour d’un point quel- 
conque de ce plan, nous pourrons définir la mesure 
algébrique d’un angle orienté. 

C’est un nombre algébrique qui a pour valeur abso- 
lue l’angle de rotation, qui est positif si on tourne dans 
le sens choisi, négatif si on tourne dans le sens con- 
traire. | 


- 


à es 
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Ce qui est dit plus haut montre que si les demi- 
droites origine et extrémité d’un angle orienté sont 
connues, l’angle orienté admet toutes les mesures algt- 
briques données par la formule 
κα -ἰ 300 ἃ (si l'unité est le degré) 
ax + 2 π᾿ (si l’unité est le radian). 
k étant un entier positif, nul où négatif, et α l’une 
quelconque de ses mesures algébriques. 


12. Angle orienté de deux axes ou de deux vecteurs. 


L’angle de deux axes z'x et y'y s'obtient en menan' 
par un point du plan des demi-droites parallèles aux 


Sn AMEN / 
| - GA εἰ 
Β 
Ἢ ρὲ / bal 4 RS, , 
SLIIS ΠΣ. du pl 


l1G, 10. — Angle de deux axés 
(xx, y’ y) = (OA; OB). 


axes, et de même sens que les axes, soient OA et ΟΠ. 
C’est l'angle des demi-droites OA et OB. 
L'angle de x'x οὐ y'y se représente par (χα, y'), 
celui de OA et OB par (OA, OB). 
On a donc 


(σ΄, y'y) = (OA, OB). 
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L’angle de deux vecteurs ὦ et © qui se représente 
par (u, 0) est l’angle de deux demi-droites ayant pour 
origine un point quelconque, parallèles aux deux vec- 
teurs, et de même sens, soient OA et OB | 


(ὦ, v) — (OA, OB) 


_— » À “ 
Dee 
0 
ΠΝ» 
ν sens d'orrentalion 
du plan 
B 
τα. 11. — Angle de deux vecteurs. 


13. Relations de Chasles. 


Quelles que soient les positions respectives de trois 
dumi-droites concourantes, OD;, OD,, OD,, on a la 
relation 


(OD:, OD2) + (OD,, OD,) — (OD;, ΟἿ) - 2 ἀπ 


La présence du terme 2 ἔπ est indispensable, puis- 
qu'on peut mesurer chacun des angles en faisant un 
nombre arbitraire de tours ; dans ce cas il se peut que 
le premier membre et la valeur algébrique choisie 
pour (0OD,, OD,) diffèrent d’un nombre entier de fois 
2 7. 

Etant donné trois axes quelconques, on aura : 

! 


(r'x, y'y) + (y'y, 2'2) = (x'x, z'2) + 2 kr 


puisque la relation s'applique aux trois demi-droites 
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menées par un point du plan, respectivement paral- 
lèles aux trois axes, et de même sens. 

Etant donnés trois vecteurs αν, w, une remarque 
analogue permet d'écrire : 


—> > - --»-» 


Cu, ©) + (6, w) — (ὦ, w) + 2.π 


14. Angle de deux droites. 


La définition est analogue : c’est l'angle dont il faut 
faire tourner la première droite pour l’amener sur la 
seconde. Une différence essentielle : si on a fait coïnei- 
der deux droites, un demi-tour supplémentaire les fait 
coïncider à nouveau. 

Toutes les mesures algébriques de l’angle de deux 
droites (D) et (D') seront données par la fo:mule 


α - 180 ἢ (si on mesure en degrés) 
α —+ kr (si on mesure en radians) 


k étant un nombre entier positif ou négatif et α 
l’une quelconque de ses mesures algébriques. 
On écrit 
(D, D') = « + kr. 


L’angle de deux droites est égal à langle de leurs 
parallèles ; pour que deux droites soient parallèles ou 
confondues, il faut et il suffit que leur angle soit kx ou 
encore qu’elles fassent avec une troisième droite des 
angles qui diffèrent de kr. 


15. Relation de Chasles pour trois droites. 


Etant données trois droites (D;), (D>), (D3), on peut 
écrire | 
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(Di, D2) ΙΝ (Ὁ,, D3) TA (D, D;) 1 kr 
ou encore en remarquant que 


(Ds, Ds) + (Ds, Di) = ἐπ 
(Das De) + (Da, D) + (Da Di) -- ἀπ. 


Remarque. — Soient deux triangles, respective- 
ment déterminés par les droites (D1), (D), (D;) et 
(A), (A2), (As). 

S1 ON ἃ: 
(Di, De) = (A1, Δ2) + ἀπ 
et (D2, Ds) = (ἃς As) ἀπ 


les triangles sont semblables. 
ΠῚ résulte de la relation de Chasles qu’on ἃ aussi 


(Ds. D) τ (Ag AE kr. 


16. Angles de vecteurs et angles de droites. 


Il convient 1c1 de préciser les relations entre l’angle 
de deux vecteurs et l’angle de leurs supports. 
γῶν —> -ὦἡ» 
Considérons deux vecteurs ὦ et et leurs supports 
(D) et (D). 
>». > 
Supposons connu l’angle (uw, Ὁ) 


(u, ©) — α - 2 kx.. 


Quelle est la valeur de l'angle (D, D’). 

Il est bien, évident que lune quelconque des rota- 
Lions qui amène u sur ῥ, en réalisant la coïncidence des 
sens, amène (D) sur (D’), donc « est une détermination 
de l’angle (D, Ὁ). 
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> ῸΣ 


S1 (u, 9) = ὰ + 2 ἀπ 
(D, D') = « “+ kr. 


Supposons connu l'angle (D, D’) 
(D, Ὁ") = 8 + kr. 


I n'est pas cerlain que si une rotalbion déterminée 
; — > > 
amène (D) sur (D'), elle amène également w sur ἡ en 
réalisant la coïncidence des sens. Si celle-ci n’est pas : 
réalisée, 11 faut augmenter de x l’angle.de rotolion. 
Si (D, D’) = 6 - kr, 


nous aurons, suivant la détermination choisie pour 8 


-» 


(u, 6) B + 2 kr 
ou 
(u, 9) = B + x + 2 kr. 

Les relalions de Chasles se généralisent, comme sur 
un axe, pour » demi-droites ou # droites. 
(OD1: OD.) ποῦν ΡΞ 5 Æ'(0D:-4; OD:) = 

.ι —(OD:, OD,) +2 ler 
(DD) (D MD) EE EDDY 

(D, D) = kr 


17. Condition nécessaire et suffisante pour que quatre 
points soient sur un même cercle. 

a) Condilion nécessaire. -—— Les propriétés élémen- 

Laires de l'angle inserit nous montrent que si G et D 


“ 
sont sur un même arc AB 
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— τ —> 
(CA, CB) = (DÀ, DB) + 2 ἀπ 
> PP, Η ᾿ 
et s’1ls sont sur deux arcs AB différents 


(CÀ, 68) — (DÀ, DB), + x + 2 kr. 


FiG. 12. — Condition nécessaire et suffisante 
pour que 4 points soient sur un même cercle, 


51 maintenant les angles considérés sont des angles 
de droites les relations précédentes se résument en une 


seule 
(GA, CB) — (DA, DB) + kn. 


b) Cette condition est suffisante : si elle est vérifiée, 
les quatre points sont sur un même cercle. 


* 


18. Lieux géométriques. 


Le lieu des points d’intersection de deux droites 
(A) et (Δ΄) passant chacune par un point fixe et fai- 
sant un angle (A, A’) constant est le cercle passant 
par les points fixes et capable de cet angle, 
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. . - DO + 
Le lieu de l’origine commune à deux vecteurs ?, 0° 
passant chacun par un point fixe et faisant un angle 
ὌΣΟΣ 
(ν, ν΄) constant est l’arc capable de cet angle. 


pp —}> 


IY(4,4')= & 2AUMAMÉRZ - 37(MA ΜΒ) -ξ:π 
ου(Δ,Δ1-- ξτεκπι οὐΜΑ Μβ)- Ξε 2kr  ou(MA ΜΒ)-Ὦ +7+2kr 


- 


/ \ 
LA \ 
/ \ 
/ \ 
! \ 
Ι Μ \ 
! ' 
' 
\ INK | 
\ / 
\ 

A \B 
͵ \ 
Ι \ 
! | 
ἣ Ι 
\ Φ ! 
᾿ ! 
\ / 
\ / 
* ?’ 
ἈΝ 5" 
59 AMB = Tee 


KG. 13. — Lieux géométriques. 


176 Remarque. — Aucun de ces lieux ne se confond 
avec le lieu des points d’où lon voit un segment 
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de droite sous un angle non orienté donné, qui est 
l’ensemble de deux arcs capables, symétriques l’un de 
l’autre par rapport au segment. Les lieux symé- 
triques des premiers ont aussi une signification en 
géométrie orientée ; ils correspondent aux. valeurs 
opposées de l’angle (A, Δ΄) ou de. l'angle (e, ν᾽). 


19. Condition né- 
cessaire et suffisante 
pour qu’une droite 
soit tangente à un 
cercle. 


C'est le cas limite 
de la précédente : si 
D vient se confondre 
avec À, la position 
hmite de AD est Ia tangente Δα et on ἃ la relation 
nécessaire et suffisante 


(CA, 68) = (AT, AB) + ἀπ. 


F1G. 14. 


20. Problème n° 7 : Théorème de Simson. 


Pour qu'un point M soit situé sur le cercle circonscrit 
à un triangle ABC, ul faut et il suffit que ses projections 
orthogonales sur les trois côtés soient alignées. 


a) La condition est nécessaire. — Les projections 
d’un point M du cercle circonscrit sur les trois côtés 
sont alignées. 

Soient P, Ὁ, ἢ les projections du point M sur BC, 
CA, AB. Nous allons démontrer que les points P, Q, ἢ 
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sont alignés. Il suffit, par exemple, de montrer que 
PQ et PR sont portés par la même droite. 
Le quadrilatère BRPM étant inseriptibie, 


(BR, BM) -- (PR, PM) + ἀπ 


Fi. 15. — ‘Théorème de Simson. 


le quadrilatère CQMP étant inscriptible 
(CQ, CM) = (PQ, PM) + kr. 
Mais l'angle (BR, ΒΜ) est aussi l'angle (BA, BM), 
l'angle (CQ, CM) est aussi l'angle (GA, CM). 
Les quatre points A, B, ἃ, M étant sur un même 
cercle 
(BA, ΒΝ) — (CA, CM) Ἑ ἀπ 
et par conséquent : 
(PR, PM) = (PQ, PM) + ἀπ. 
Les droites PQ et PR, qui font des angles orientés 
égaux avec la droite PM, sont confondues. 
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b) La condition est suffisante. —- Si les projections 
d’un point M sur les trois côtés sont alignées, le point M 
est sur le cercle circonserit. 

Les quadrilatères BRPM et CPQM étant inserip- 
tibles, 

(BR, ΒΜ) — (PR, PM) + kr 
(CQ, CM) = (PQ, PM) + ἀπ 


P. Q. ἢ étant alignés, l’angle (PR, PM) est l’angle 
(PQ,PM) 


donc (BR, BM) — (CQ, CM) + ἀπ 
ou (BA, ΒΜ) — (CA, CM) + x. 


D’après cette relation les points Δ, B, C, M sont sur 
un même cercle, qui est le cercle ὁ irconserit au triangle 


ABC. 


21. Problème n° 8. 


On donne deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy, deux 
points Pet P' sur x'Ox ; un point 1 varie en restant 
. équidistant de P et de P'.TP coupe y'Oy en À, ΤΡ’ coupe 
yO'y en Δ΄, On trace les cercles circonscrits aux triangles 
POA, P'OA'. Ces cercles se coupent en un second point M. 

Démontrer que le quadrilatère ATA'M est inscriptible 
et que le cercle ainsi défini resie tangent à une droite fixe 
lorsque T varie. 


Nous pensons aussitôt à la condition nécessaire et 
suffisante pour que quatre points soient sur un même 
cercle. Nous devrons établir l’une des relations : 
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(ΑΜ, ΑΙ) = (A'M, A'I) + ἀπ. 


(MA, MI) = (A'A, AT) + ἀπ 
(IA’, IA) = (ΜΑ’, MA) + ἐπ 


F1G. 16. 


Pour des raisons de symétrie, nous sommes conduits 
à essayer la première. 
Les points O, A, P, M sont sur un même cercle 
(AM, AP) — (OM, OP) + ἀπ 
mais À, P, 1 étant en ligne droite 
(AM, ΑἹ) — (OM, OP) + kr. 


De même 
(ΑΜ, Δ΄) — (OM, OP’) + ἀκ 
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Ὁ, P, P’ étant en ligne droite 
(OM:'OP) =" OM; OP: 
Donc, 
(AM, AI) = (ΑΜ, AT) + kr 


οὗ les quatre points Αἱ Δ’, M, 1 sont sur un même 
cercle. 

Appelons (A) la médiatrice de PP’, lieu de I ; le 
triangle ΤΡ’ est isocèle et 


(IP, A) = (A, IP') + x 


ΛΑ’ et (A) sont parallèles, Τ, P, À sont en ligne droite; 
de même que I, P’ A’, on peut remplacer les angles de 
droites par leurs égaux, 


(TA; Δ) ἂς AND) ΞΕ ΜΗ: 
Cette relation exprime la condition nécessaire οἱ 


suffisante pour que (A), droite fixe, soit tangente au 
cercle passant par À, A’, I, M. 


22. Problème n° 9. 


Deux cercles (G) et (C') de centres O et Ο’ se coupent 
en À et B. Par B, on mène une sécante variable qui coupe 
(C) en M et (C') en M’. En M et M' on mène la tangente à 
chacun de ces cercles ; ces deux tangentes se coupent en 
K. Démontrer quele quadrilatère AMKM' est inscriptible. 


La droite MK étant tangente au cercle (C) 
(MA, MK) — (BA, ΒΜ) + ἀπ᾿ 


| 
| 
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de même 
(M'A, M'K) = (BA, BM') + ἐπ 


Mais la droite BM est aussi la droite ΒΜ’, donc 
(MA, MK) = (M'A, M'K) + ἀπ 


et les points MM’, À, K sont sur un même cercle. 
# 


98, Utilisation des angles orientés. ᾿ 


L'emploi des angles orientés est avantageux lorsque 
les propriétés étudiées varient suivant le cas de figure 
considéré. 

Il est en effet impossible d'exprimer, à l’aide d’une 
seule relation, la condition nécessaire et suffisante pour 
que quatre points À, B, C, D soient sur un même cercle, 
si on n'utilise pas les angles orientés : avec des angles 
ordinaires, la condition dépend de l’ordre dans lequel 
les points Δ, B, C, D se présentent sur le cercle. 


BRETON. — Géométrie plane 3 
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Pour démontrer le théorème de Simson sans ἀπ 
les angles orientés, 1] faut considérer PEU cas de 
figure. 

Pour l’emploi des angles orientés, il est indispen- ἡ 
sable de savoir utiliser la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que quatre points soient sur un même 
cercle, quipermet d'étudier légalité de deux angles 
de droites. 


24. La rotation. 


Un angle « étant donné dans un plan orienté, la 
rotation ἢ est définie 51 le centre de rotation O ἃ été 
choisi. | | 

Nous obtiendrons le transformé M’ d’un point M 
par la rotation R. en construisant l’angle de vecteurs 

RASE RE 
(OM, OM) = « 
et en donnant à ΟΜ’ une longueur égale à OM. 

Le point O est son propre homologue ; il est le seul 
point qui possède cette propriété : c’est le point double 
de la transformation. 

Nous obtiendrons la transformée (F’) d’une figure 
(1) en construisant les transformés de tous ses points. 

Une figure et sa transformée peuvent coïncidér à la 
suite d'un mouvement de rotation autour du point O - 
nous dirons qu’elles sont directement égales. 

Remarquons qu'un angle de rotation est toujours 
un angle de vecteurs défini à 2 ἤπ près. 

Le transformé d’un vecteur AB est un vecteur A' VB", 
de même longueur et tel que ( (AB, AB = 
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La transformée d’une 
droite (D) est une droite 
(D'),les droites (D) et (Ὁ 
étant équidistantes du point 
O et l’angle (D, D’), qui est 
un angle de droites admet 
toutes les mesures algé- 
briques de la forme x +- ἀπ. 

La transformée d’un an- 
gle de vecteurs appartenant 
à la figure (F) est un angle 
égal au premier : c'est son 
homologue dans la figure 
(5). 


B’ 


Fra. 18. 


25. Problème n° 10. 


Un triangle isocèle ABC ἃ son sommet A fjixe οἱ 


l'angle À constant. Le point B décrit une droite ou un 
cercle ; trouver le lieu du point C. (On supposera que 
l'angle À du triangle a une grandeur el un sens cons- 
lants). 


Le point ἃ se déduit du point B par la rotation 


d'angle À ot de centre A. Le lieu du pont (ἃ est le 
transformé du lieu de B par cette rotation. 

Construisons ce lieu pour chacun des cas. 

Si le lieu de B est une droite (D), projetons orthogo- 
nalement À en H sur (D), construisons H’ transformé 
de H et menons par H', la droite (D') perpendiculaire 
à AH”. (D') est le lieu du point C. 
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Si le lieu de B est un cercle de centre O et de rayon 


R, construisons ΟἹ transformé de O et traçons le cercle 
de centre ΟἹ et de rayon ἢ. 


‘h 
\ 
ι 
\ 
\ 
' 
\ 
\ 
\ 


Ia 49. 
26. Problème n° 11. 


Un carré ABCD dont le centre O est fixe varie de telle 
sorte que son côlé AB reste tangent à un cercle fixe (F). 
Trouver les enveloppes des autres côtés du carré. 


Le côté δ: se déduit de AB par la rotation de centre 


0 et d'angle — 7 : son enveloppe est letransformé de (F) 


par cette rotation. On obtiendra les enveloppes des 
autres côtés en faisant subir successivement à (F) les 


ie 
rotations de centre O et d’anglés x ἐς 


ee 


2 
27. Problème n° 12. 


A pplication du problème précédent : 
Construire un carré ABCD dont le centre À est donné, 


tel que ‘AB soit tangent à un cercle (F) donné et que BC 
passe par un point M donné. 


FiG. 


20. 
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Le problème précédent ἃ montré que l'enveloppe 
de BC est (1) transformé de (1) par la rotation de 
T 
EN . 

Le problème posé revient à la construction des tan- 
gentes à (17) menées par le point M. 

Suivant la position de M par rapport à (1), le pro- 
blème admet : 0 solution, 1 solution double ou 2 solu- 
Lions. 

Le côté BC étant obtenu, on obtient les autres en 


faisant subir à la droite BC les rotations de centre O et 
OT | 


2: 


centre Ὁ, d'angle 


τ 
d’angles ot 


TROISIÈME LECÇON 


FIGURES DIRECTEMENT ÉGALES 


28. Définition d’un déplacement. 


La transformée d’une figure par translation ou 
rotation est une figure directement égale, c’est-à-dire, 
susceptible d’être amenée en coïnéidence avec la 
première par glissement dans le plan. 

Remarquons que, pour fixer la position d’une fi- 
œure (1) directement égale à (F), 11 suffit de connaître 
les positions des points A’, Β΄, homologues des points 
À et B de la figure (F). | 

Nous appellerons déplacement la transformation qui, 
à la figure (F) lait correspondre la figure directement 
égale (1). 


29. Nature d’un déplacement. 


- - > — 
10 Si les vecteurs AB et A'B’ sont équipollents, le 
déplacement est une translation. 
‘ .. var = ma , , 
20 Si les vecteurs AB οὐ Δ΄ Β' ne sont pas équipol- 
lents, demandons-nous si le déplacement est une roba- 
tion c’est-à-dire 51 un point est son propre homologue. 
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Nous appellerons O l’intersection des re AB et 
A'B’. 

Si le centre de rotation ὦ existe, il est tel que 


(oA, ὦ) — (AB, A'B') + ἀπ 
(ω Β, Β΄) — (AB, A'B') + ἀπ 


ΕἼΘ. 22. 


donc il est sur le cercle capable de l’angle de droites 
(AB, A'B!) relatif à AA’ et sur le cercle capable de 
cet angle relatif à BB". 

Mais les relations 


(OA, ὁ.) = (wA, Δ) + kr 
(OB, OB') — (ωΒ, Β΄) + ἀπ 


montrent que ces cercles sont circonscrits respective- 
ment aux trianglés OAA' et OBB'. Ces cercles se re- 
coupent en un second point que nous appellerons ὦ et 
qui est la seule position possible du centre de rotation. 
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Montrons que ce point ne dépend pas du couple de 
points homologues choisi. 

Les quadrilatères AO1'o BOB'o étant inscrip- 
tibles, nous avons les égalités d’angles de droites. 


(oA, ὦ.) — (ω Β, ὦ Β΄) + ἀπ 
(AB, Ao) = (Δ! Β', A'o) + ἀπ 
(BA, Bo) — (Β΄ Δ’, B'o) + kx 


Les triangles ABo et A’B'o sont donc égaux, puisque 
AB — A'B' et on ἃ par conséquent 


ολ = wA' oB — wB'. 


Le point ὦ est sur la médiatrice de AA! ; c’est lun 
des points d’intersection du cercle OAA' et de cette 
médiatrice ; 1] est indépendant du second couple de 
points homologues (B,B'’). Si, maintenant B fixe, nous 
faisons varier Δ, pour une raison analogue, ὦ restera 
fixe ; il ne dépend donc pas des couples de points 
homologues choisis. 

Démontrons maintenant que le 2épIAteTent est 
bien une rotation de centre ὦ 

La rotation de centre ὦ d° ee (AB, AB’) amène 
en coïncidence les droites ὧλ et wA', 6B et woB', AB 
et A’B’, donc elle amène en coïncidence les triangles 
©AB, λ΄ Β΄ et par conséquent les vecteurs AB et ΔΒ’. 


Remarque. -— La construction la plus rapide de © 
consiste à chercher l'intersection des médiatrices de 
AA' et BB’. 

Elle nous conduit à envisager un cas d'exception : 
si ABB'A' est un trapèze isocèle, les médiatrices sont 
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confondues, mais ici le centre de rotation est à l’inter- 
section de AB et Δ΄ Β΄. 


Conclusion. — a) Un déplacement est, ou une 
translation ou une rotation. 


δὴ 51 deux figures sont directement égales, tout an- 
gle de vecteurs appartenant à la première figure est 
égal à l’angle des vecteurs homologues dans la seconde 
figure. 


30. Problème n° 13. 


Deux axes concourent en un point O. On considère 
deux points fixes À sur l’axe x'Ox, A! sur l'axe v'Oy et 
deux points variables B sur x'Ox, B' sur v'Ov, tels 
qu’on ait loujours 

| ÀA'B' -- AB. 

19 Démontrer que les cercles circonscrits à OBB' 
passent par un second point fixe. 

20 Démontrer que ce point est un sur l’une des bissec- 
trices des axes x'Ox et v'OY. 


10 AB et À'B! définissent une rotation ; quelles que 
soient les positions de B et Β΄, il‘existe un point ἤχθω, 
centre de la rotation qui transforme AB en AB". Ce 
point est à la lois sur le cercle circonscrit à OAA! et 
sur le cercle circonserit à ΘΒ Β΄. Donc ce dernier cercle 
passe par le point fixe ὦ. 


Détermination de ©. -— Soient B, et Bo des posi- 
tions particulières de B et B' (B, et By étant homo- 
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logues) ὦ est à l'intersection des médiatrices de A’'A 
et B, Bo. 

20 Les triangles ΔΒ et oA'B' sont directement 
égaux, leurs hauteurs homologues sont égales, donc 
wo est équidistant de x'Ox et y'Oy, il est sur l’une des 
bissectrices de ces à1xes. 


81. Problème n° 14. 


Sur deux cercles égaux (G) et (G') de centres O οἱ Θ᾽, 
orientés dans le: même sens, on considère deux points 
fixes À el FA et les points variables M et M' tels que les 


PTT ΩΝ 


arcs orientés AM el AM soient égaux. 


10 Trouver le centre 4 la rotation qui fait.corres- 


pondre les arcs AM el Δ’ μ᾽, 
20 Décomposer celle rotation en une rolalion de. 
centre 0 el une translation. 
30 [n déduire le lieu géométrique du milieu de MM, 
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10 Les deux cercles (C) et (C') sont deux figures 
directement égales, les points À et A’, M et M’, Ὁ et 
O’, étant respectivement homologues, le centre de la 
rotation ést à lPintersection des médiatrices de AA' 
οὐ de O0’. Soit ὦ ce point ; la médiatrice de MM’ passe 
constamment par ©. LR | 


20 Cette rotation peut se décomposer en : 


— [ἃ translation définie par le vecteur O0’ qui trans- 
) À —}> - 
forme À en A/' pris sur (C') οὐ tel que ΔΛ’ Ξε’ 
1 — ἐξ, 
— Ja rotation de centre ΟἹ et d'angle (ΟἾΔ΄, Ο΄ΔΛη. 


La translation transforme M en M''telque ΜΜ΄“--Οὖ’ 
et que (ΟΜ, OM) -- (ΟἾλ", ΟΥλη. 

30 l'égalité d’angies précédente montre que la 
corde M'M'" conserve une longueur constante égale à 
A'A!". Done le milieu J de M'M'' décrit le cerele de 
centre 0" tangent à AA. | 


L 
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Soit 1 le milieu de MM' ‘ On ἃ 


—> 0'0 
D he 
͵ 3) 


Donc le point 1 se déduit du point J par Ia transla- 
>> 
/ 
tion définie par le vecteur no e 
Le lieu de 1 est donc le cercle dont le centre est le 
milieu Καὶ de O0! et qui est égal au lieu de 4. 


32. Problème n° 15. 


Construire un triangle de sommet À, dont les sommets 
B et (ἃ sont respectivement sur. deux demi-droiles Ax 
et Ay données, sachant que la somme AB + AC est 
égale à une longueur donnée et que BC a une direction 
donnée. 


19 Analyse du problème. — 
_ Si nous faisons varier les 
points B et ἃ sur Ax et Ay, 
en leur imposant seulement 
la condition 


AB + AC = | 


et si nous portons de A. 
vers G la longueur AM = ὦ 
nous remarquons que les 
segments AB et MC sont 
constamment des segments 
homologues de deux figu- 
res directement égales. 
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Ces deux figures admettent un centre de rotation 
fixe ὦ, situé à l’intersection des médiatrices de AM 
et BC et le cercle circonscrit au triangle ABC, dont 
nous appellerons O le centre, passe constamment par 
œo. 

O est donc sur la médiatrice de Ao. 

D'autre part, si on impose à BC une direction déter- 
minée, la droite w0 est connue. 


20 Construction. — Plaçons le point M 
(AM = AB - AC — ἢ. 


Portons de À vers x le segment AB, < ἰ, et de M 
vers À, le segment MC,, égal à AB:. 


On a : ΑΒ, + AC, = L. 


— Traçons les médiatrices de AM et de BC, 
wo est leur point d’intersection. 

— Traçons la médiatrice de Ao. 

— Par ὦ menons la perpendiculaire à la direction 
fixée pour BC ; cette droite coupe en général la média- 
trice de Ao en un point O. 

—  Traçons le cercle de centre O passant par A, 
il passe par © οὗ recoupe Ax et Ay respectivement en 
B et C. 


30 Discussion. — Le problème est possible si la 
détermination de O est possible, donc si la droite Ay 
n'est pas parallèle à la direction imposée à BC, mais 
dans ce cas le triangle se réduit au segment AM. Le 
résultat est analogue si Ax est parallèle à cette direc- 
tion. 


QUATRIÈME ΠΈΘΟΝ 


SYMÉTRIE. 
FIGURES INVERSEMENT ÉGALES 


--.--.---. — de 


33. Symétrie par rapport à un point. 


M et M’ sont symétriques par rapport à un point Ὁ 
lorsque © est le milieu de MM’. 

On peut remplacer une symétrie par une rotation 
d’un demi-tour autour de O. Cette transformation est 
une rotation particulière et elle possède toutes les pro- 
priétés des rotations. 

Nous n’insisterons pas. 


34. Symétrie par rapport à une droite. 


M et M’ sont symétriques par rapport à une droite 
(D) lorsque (D) est la médiatricé de MM. | 

C'est cette symétrie que nous étudierons dans la 
suite. 

Avant d'aller plus loin, remarquons qu’elle possède 
avec la symétrie par rapport à un point une propriété 
commune : il s’agit de deux transformations réci- 
proques, c’est-à-dire que si M' est le transformé de M, 
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M est le transformé de Μ΄. Mais les autres propriétés 
vont nous montrer qu'il s'agit de transformations 
essentiellement différentes. 


4 UM 0 M’ 
—+———+ + 
U 

τὰ. 26. — Les deux symétries. 


Nous réserverons, dans cet ouvrage, le nom de symé- 
trie à la symétrie par rapport à une droite. 


(D) 
A! 


ν C C’ 
τα. 27, — Symétrique d’un triangle. 


La figure symétrique d’une droite (A) est une droite 
(Δ) ; si (D) coupe (A), elle coupe (Δ΄) au même 
point et l’axe de symétrie (D) est l’une des bissectrices 
de l’angle (A, A”). 
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Il résulte de cette propriété que le symétrique d’un 
angle orierté est un angle opposé. 

Deux figures symétriques sont égales, mais ne 
peuvent pas coïncider par glissement dans le plan, 
leurs angles homologues sont opposés, ce sont des 
figures inversement égales. 

En particulier si on rencontre les sommets A, B, C 
d’un triangle dans cet ordre en tournant dans un cer- 
tain sens, 11 faut tourner en sens contraire pour ren- 
contrer dans le même ordre les sommets homologues 
A’, Β΄’, ὦ, d’un triangle symétrique. 


35. Retournement. 


Soit M’ le symétrique d’un point M. Si M” est le 
transformé de Μ' par un déplacement, on dit que M” 
est transformé de M par un retournement. 

Un retournement ost le produit d’une symétrie et 
d'un déplacement. 

La symétrique d’une figure (F) est une figure (F) 
inversement égale à (F). Un déplacement transforme 
(1) en une figure (1) directement égale à (1. (ἢ 
étant directement égale à (1) est donc inversement 
égale à (F). | 


Conclusion.— Unretournement transforme une figure 
en une figure inversement égale. 


Réciproquement. — Si deux figures sont inversement 
égales, on peut les considérer comme déduites l’une 
de l’autre par un retournement. En effet, la symé- 
trique de l’une d’elles est directement égale à la seconde 
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et on peut l’amener en coïncidence avec cette dernière 
par un déplacement. 


86. Propriétés des retournements. 


La symétrie est un retournement particulier ; elle 
possède une droite de points doubles qui est l’axe de 
symétrie, puisque tout point de cet axe est son propre 
symétrique. 


Un retournement quelcon- 
que  possède-t-il des points 
doubles ? 


Supposons qu’un retour- 
nement possède un point 
double ὦ. Ce retournement 
peut être considéré comme 
le produit d’une symétrie par 
rapport à une droitequelcon- 
que passant par ὦ et d’une 

Fic. 28. rotation de point double ὦ, 
c’est-à-dire de centre ©. 

Or un tel produit se réduit à une symétrie, comme 
l'indique la figure 28. 


Conclusion. — Tout retournement qui possède un 
point double est une symétrie ; les autres retourne- 
ments n’admettent aucun point double. 


87. Problème n° 16. 
Construire un triangle ABC, connaissant les côtés 


AB — ς, AC — ἡ οἱ la différence des angles B et C. 
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19 Analyse du problème. — Transformons le triangle 
par symétrie par rapport à la médiatrice de BC ; nous 
obtenons le triangle A'CB 


nf Ι 


symétrique de ABC et con- De 
sidérons la figure formée δ Ne 3 
par l’ensemble du triangle ἡ; ONCE 
ABC et de son symétrique. at ie 

Le triangle AA'B peut ῥ --------- Da) 
être construit : / Rita: 29; 


DATES b, BA = ὁ A'BÀ — CB. 


29 Construction. «— Construisons ᾿ς riangle AA'B. 
Par B menons la parallèle à AA’ ; le point C, situé sur 
cette droite est le symétrique de B par rapport à la 
médiatrice de AA’. | 


30 Discussion. — La construction du triangle AA'B 
étant toujours possible, le problème est toujours pos- 
sible. 


88. Problème n° 17. 


Construire le quadrilatère ABCD, sachant que la diago- 

, . ‘ . TT ταις + 
nale ΛΑ est la bissectrice de l'angle DAB, connaissant 
AB — a, BC == b, AD -Ξ ἃ et l'angle CDA ; on a ἃ < ἃ. 


Etudions le symétrique D’ de D par rapport à la 
droite AC, bissectrice de l'angle DAB. Les points 
À, B, D’ sont alignés et nous pouvons construire le 
triangle BCD’ connaissant : l’angle BD'C, BC =: 5 
BD' = ἃ — ἃ. 
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Nous ne revenons pas sur la construction de ce 

triangle ni sur la discussion. BD'C étant construit, on 

détermine A en portant 

D’ sur le prolongement de D'B 

| la longueur BA — a. On 

construit ensuite le point 

D par symétrie par rapport 
à la droite AC. 


39. Problème n° 18. 


… Sur deux demi-drot- 
les Ox οἱ Ον, on porte 
les longueurs OA et 
OB variables de telle 
manière que le péri- 
mètre du triangle OAB 


conserve une valeur σ΄ | MB 
constante 2p. Soit OH srl 

la hauteur de ce tri- CRU Ne 

angle ; on prolonge A νη À 

OH d’une longueur Oo Ν 
égale au rayon du cer- M - ) 


cle circonscrit ἃ OAB. 
Le cercle de centre ὦ 
passant par O coupe Fra. 31, 
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le prolongement de Ox en À, le prolongement de Oy en 
B:. 

19 Trouver l'enveloppe de AB ; 

20 Trouver l'enveloppe de A'B'. 


19 Enveloppe de AB. — Le périmètre 2 p du triangle 
OAB étant constant, le cercle exinscrit touche Ox et 
Oy en des points M et N tels que OM = ON = p, 
Ce cercle est donc fixe. Le côté AB reste LRneent au 
plus petit des ares MN de ce cercle. 

Réciproquement, toute tangente à cet arc détermine 
avec Ox et Oy un triangle de périmètre 2 p. 

Donc, enveloppe de AB est le plus petit des ares MN. 


20 Enveloppe de A'B'. — D’après une propriété 
connue du triangle, le rayon du cercle circonserit qui 
aboutit au point O et la hauteur issue de O sont placés 
sur des demi-droites d'origine O et symétriques par 
rapport à la bissectrice de l'angle O. Les segments Oo 
et OH étant de sens contraires, le segment Oo et le 
rayon du cercle circonserit dont lextrémité est en Ὁ 
sont symétriques par rapport à la bissectrice exté- 
rieure Δ de l’angle Ὁ. 

Le cercle cireonserit et le cercle’dé centre ὦ passant 
par O sont done symétriques par rapport à (A) ; les 
droites Α΄ Β΄ οὐ AB sont symétriques par rapport à (Δ). 
l'enveloppe de Δ΄ Β' ost le symétrique de enveloppe 
de AB par rapport à (A). 


40. Problème de révision n° 19. 


Nous allons donner ici un exercice de révision sur 
les transformations telles qu'une figure (F) aït pour 
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homologue une figure (17) égale (directement ou inver- 
sement). 

Sur deux droites (D) et (D') qui se coupent en Ὁ, on a 
placé deux segments égaux (u) et (ι΄). On appelle 
triangles (T) et (1) les triangles ayant pour sommet un 
point M du plan et pour côlés opposés, respectivement, 
les segments (u) et (u’). 


19 Trouver le lieu de M tel que (T) et (1) soient équi- 
valents. 


Are capable de re, 
sur le: cercle crrconseril 
a DOAR’ 


| 
(D') 


T ᾿ 


| Are capable de en, sur 
. lecercle circonscril à OAA. 


Ι 
Ετα: 32. 


20 M étant son propre homologue, trouver les ρμοδὶ- 
tions M, et M3 de M telles que pour chacune d'elles les 
triangles (T) et (15) correspondants soient directement 
égaux. 

30 M restant son propre homologue, peut-il exister 
des triangles (T) et (1) inversement égaux. Démontrer 
que s’il en existe un couple, il en existe une infinité et 
préciser dans ce cas la position des points M, et M; 
définis au 22, 
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19 Lieu de M tel que (T) et (1) soient équivalents : 


(F) et (1 ont leurs bases égales, ils doivent avoir 
leurs hauteurs égales et M doit être équidistant de 
(D) et (555), donc se trouver sur l’une des bissectrices 
(Δ) ou (A,) de l'angle (D, D”). 

Réciproquement, si M est situé sur l’une de ces bissec- 
trices, 11 est équidistant de (D) et (197), et les triangles 
(1) et (1 sont équivalents. | 

Le lieu de M est l’ensemble des bissectrices (Δ) et 


(A). 


20 T'riangles (T) et (1) directement égaux : | 
(1) et (1 sont homologues dans l’une des rotations 
qui transforment (u) en (ι΄). Soit « l’une des détermi- 
nations de l’angle (D,D’) ; Pangle de rotation sera, 
soit α, 5010 & - x ; les extrémités de (u) et (u') seront 
homologues deux à deux de deux manières ΒΡΕΒΙΒ θεν, 

soient À οὐ B, A’ οὐ Β΄, ces extrémités. 


4er cas : À et A’ sont homologues ; dans le cas de la 
figure, l'angle de rotation est & + x. Le point M, qui 
ist son propre homologue, est le centre de rotation ; 1] 
se trouve à la fois : 


sur la médiatrice de AA' 


sur la droite Ax qui fait avec AA'Pangle τὶ — . — ᾿ ; 
c’est-à-dire re 
2 


M,AB et M,A'B' sont équivalents, donc M, est sur 
(A,) ou (A), mais (MA, M;A') est égal à l’angle de 
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rotation α + x οὗ M, est sur l’arc capable de l’angle 
«  π relativement à AA’, c’est-à-dire sur l'arc du 
cercle circonserit au triangle OAA’ qui contient le 
point Ὁ. Done M, est sur la bissectrice (Δ.). 


Fi. 33. — Il y a un axe de symétrie. 


M,AB et M,A'B' sont directement égaux (3 sommets en 
ligne droite), 

M,AB cet M,B'A' sont directement égaux (isocèles). 

ΜΙΑΒ et M,A'B' ) 

MAB et M À "ΒΓ { sont deux à deux inversement égaux. 

.MAB et MA'B' ἡ 


2e cas : À et Β' sont homologues, l’angle de rotation 
est α, ot le centre de rotation M, est à la fois : 


sur la médiatrice de AB’, 


sur la droite Ay qui fait avec AB' l'angle 5 ΤΩ 
M, ost également sur (Δ) ὁ u (Δ4), mais puisque 
> 


l’angie de rotation (MA, M πῇ vaut α, M, est sur 
l'arc capable de cet angle relativement à AB, c’est-à- 
dire sur l'arc du cercle circonscrit au triangle OAB"'. 
qui ne contient pas le point O. Donc, M, est sur la bis- 
sectrice (A). 


SYMÉTRIE, FIGURES INVERSEMENT ÉGALES 55 
30 Triangles (T) et (17) inversement égaux : 


Ces triangles seraient inversement égaux et M serait 
son propre homologue ; donc (1) serait le transformé 
de (Τὺ par une symétrie dont l’axe passerait par O et 


(A) 
| (D 
1 
4 
(A2) 
ΤΗΝ (D) 
| 
ΕἸα. 34. — Il y à deux axes de symétrie. 


Seuls les triangles T et T” de sommet O (réduits à des 
segments) peuvent être directement égaux. 


par M. Ceci n’est possible que si (u) et (u') sont symé- 
triques par rapport à (A,), (A) ou les deux à la fois. 
Dans ce cas M peut se trouver en un point quelconque 
de l’axe de symétrie. 

S'il y ἃ symétrie par rapport à un seul axe, l’un des 
points M, et M, est en O, s’il y ἃ symétrie par rapport 
aux deux axes, les points M, et M, sont confondus 
en 0. | 


CINQUIÈME LECON 


HOMOTHÉTIE 


ee -...-. -.. 


41. Définition de l’homothétie. 


Etant donné un point Ὁ, appelé centre d’homothétie, 
un nombre algébrique k, appelé rapport d’homothétie, 
à tout point M du plan, 

on peut faire correspon- 

1 dre un point M' défini 
par l'égalité vectorielle 


Par définition, M' est 
το. 35. — Homothétie positive le transformée de M dans 
et homothétie négative. lhomothétie de centre 

O et de rapport #. On 

dit que M’ est homothétique de M. Le point Ὁ est 
son propre homothétique, c’est le seul point double. 


42. Propriétés de l’homothétie. 


On distingue les homothéties positives (pour Æ posi- 
bif) et les homothéties négatives (pour # négatif), 
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Les relations vectorielles 


τ cu 
OM' — k OM 


--οΣ -» 
| ΟΜ“ = — k OM 
entraînent ΟΜΊ = — ΟΜ’ 


elles nous montrent que les homothétiques d’un même 
point ‘dans des homothéties de même centre e, mais de 
rapports opposés sont symétriques par rapport au 
centre d’'homothétie. | 
L’homothétique d’une droite est une droite PAUL 
lèle et le rapport des distances algébriques du centre 
d'homothétie à ces droites est égal au rapport d’homo- 
thétie. | 
L’homothétique d’une droite passant par le centre 
d'homothétie est cette droite elle- -même. 
L’homothétique d’un 
vecteur AB est un vec- A’ 
teur AB’ parallèle à AB 
et dont la grandeur géo- 
métrique est déterminée 
par la relation vecto- 
rielle 1} —— 


B B’ 
-.-»» : et 9 
A'B' = 4 AB. L1G, 36 


. -—— Homothétique 
Ἵ AR d’un vecteur, 

Celle propriété est ca- 
racléristique de l’homo- 
thélie : siu une transformalbion fail correspondre à un 


vecteur AB quelconque, un vecteur ΑἹ Ὠ’, tel que 
AB! -- k AB ; 


c’est une homothétie de rapport δ, 
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D’après cette propriété les transformés d’un même 
vecteur dans des homothéties de même rapport, mais 
de pôles différents sont équipollents ; c’est une pro- 
priété caractéristique de la translation, donc deux 
figures homothétiques d’une même troisième, le rap- 
port d’homothétie étant le même et les centres d’ho- 
mothétie différents se déduisent l’une de l’autre par 
translation. 

L’homothétique d’un angle de vecteurs est l’angle 
de deux vecteurs parallèles au premier, c’est donc un 
angle égal. 


43. Homothétique d’un cercle. 


L’homothétique d’un cercle de centre O et de rayon 
R est un cercle dont le centre O’ est l’homothétique 
de O et dont on obtient le rayon R’ en multipliant Β 
par la valeur absolue du rapport d’homothétie. 


R'—|#|.R 


F1G, 37. — Gercles homothétiques. 


Inversement, deux cercles étant donnés on peut les 
considérer comme homothétiques de deux manières 


HOMOTHÉTIE HAUTS Q 


différentes : une homothétie positive, une homothétie 
négative. 

Le rapport d'homothétie ἃ pour valeur absolue le 
rapport des rayons, les centres d’homothétie sont les 
deux points qui partagent dans ce rapport le segment 
dont les centres des cercles sont les extrémités. 


44. Problème n° 20. 


On joint un point M variable d'un cercle (QC) de centre O 
aux extrémités À et B d’un diamètre fixe de ce cercle. 
Soit D le symétrique de À par rapport à M. Trouver le 
lieu géométrique du point d'untersection 1 de OD et de 
BM. 


Fra. 38. 


Le point 1 est le centre de gravité du triangle ABD ; 
On ἃ: - 
BI -- 


2 — 
3 BM 


l'est l’homothétique de M ( centre B, rapport 3) Le 
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lieu de 1 est Phomothétique du lieu de M (centre B, 
2 

rapport τὴ c’est-à-dire du cercle (G). 


? : Σ Ἢ = = / 2 er 

C'est un cercle de centre ΟἹ tel que ΒΟ’ — = ΒΟ. 

Le cercle (CG) passant par B, qui est son propre homo- 
thétique, le lieu de 1 passe aussi par B. 


45. Problème n° 21. 


Etant donnés un cercle de centre O, de rayon Τὶ et un 
point fixe À tel que OÀ — b, on joint le point À à un 
point quelconque B du cercle. Lieux des pieds G et C' des 
bissectrices intérieure et extérieure de l'angle AOB. 


Les points G et C’ sont les deux points qui partagent 
le segment variable AB dans le rapport 


CÀ CA d 
GRR 
BaltCR 
CA | d AC d 
CB RAT GBA EUR 
d AB 
ἀ- 

CASE ET Οὐ ὰ Δα’ DNS 
CB GB 2 CAC 
- d > 
AC'= == AB 

ne d—R 
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Get GC’ sont les homothétiques de B (homothéties de 
d \ d: \. 
TR D ἜΣ 
On obtient les lieux de G et C/ en transformant le 
cercle donné par ces deux homothéties. 


centre À et de rapports respecbifs 


Les lieux sont des cercles qui ont pour centres res- 
pectifs les points ὦ et w' définis par les relations 


et dont les rayons respectifs sont 


ΤΑ Rd RU 
0 ΞΞ TER * = 
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. 46. Problème n° 22. 


On considère le quadrilatère ABCM inscrit dans un 
cercle (1) de centre O et de rayon ἢ dont les sommets. 
À, B, C sont fixes et le sommet M mobile. 

Trouver le lieu du point de rencontre P des droites qui 
joignent les milieux des côtés opposés de ce quadrilatère. 


Rappelons d'abord que le quadrilatère IJKL ayant 
ses côtés 11 et KL parallèles et égaux à la moitié de 


FIG. 40. 


ΛΑ est un parallélogramme ; le point P de rencontre 
de ses diagonales IK et JL est le milieu de IK. 


ire 
no 


- ; ᾿ TD 
On peut écrire IE 


| Ι 
P est l’homothétique de K {centre L, rapport à 


Cherchons le lieu de K. 
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» ᾿ - . 4 
On peut écrire ER ἘΣ 


| | 1 
K est l’homothétique de M{contro G, rapport τὶ 


Lo lieu deK est l’homothétique du cerele(F) (centre 
res rapport 3) : c’est le cercle (177) de diamètre OC. 
Le lieu de P est l’homothétique du cercle (1") 


{ 
( centre 1, rapport 5) ; C’est le cercle (y) dont le centre 


w est le milieu de 10’ et dont le rayon est Ὲ : 


47. Problème πὸ 28. 


On donne un cercle de centre O et deux points A et B 
alignés avec O, soit CD un diamètre variable. On joint 
Α et B aux points G et D. Les droites obtenues se coupent 
en P et Q. | 


19 Trouver le lieu de P et Q. 
20 Trouver l'enveloppe de PQ. 
. . > 


B 
19 Mise en évidence du rapport : Q 


ΒΝ 


On obtient un rapport égal en menant par C la pa- 
rallèle à AQ, qui coupe la droite AB en A’. Les droites 
DA et CA’ étant parallèles, les points À et A’ sont 


symétriques par rapport au point Ὁ, Δ΄ est donc un 
point fixe et 


ΒΟ... ΒΑ 
δρῶ ον Ὁ SN ἢ 
BC Βά' 
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> 
) 


Ce rapport estfaussi égal ἃ 


_ Donc Q et P sont respectivement les homothétiques 
de GC et D (rapport k, centre B). Le lieu de P et Q est 


le cercle transformé du cercle de centre O dans cette 
homothétie. C'est un cercle dont le centre 1 est défini 
par légalité | 


20 L’enveloppe de CD est le point Ὁ, PQ est lho- 
mothétique de CD, dont l'enveloppe de PQ est Phomo- 
thétique du point O, c’est-à-dire le point 1. 


48. Problème n° 24. 


Par un point donné O, mener une droite qui coupe 
une droite (A) en À et une droite (Δ΄) en A’ de telle ma- 


: ν 4 Ὶ ἣν 
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CN 0 ἰ , ᾿ e 
nièreque = = k, k étant un nombre algébrique 
OA 


donné. 


Analyse. — Supposons le problème résolu et soit 
OA'A la droite demandée. 

Le point Α΄ est l’homothétique de À (centre O, 
rapport k). Si le point A’ n’était pas astreint à rester 
sur (Δ΄), il décrirait, lorsque A décrirait (A), la trans- 
formée (Δ.) de (A) dans cette homothétie. 


τὰ. 42. 


Construction. — Déterminons (A,);à son intersection 
avec (Δ΄), on obtient le point A’. 


Discussion. Si (A) et (Δ΄) sont concourantes, (Δι) 
et (Δ) le sont, il y ἃ une solution, 

41 (Δ΄) et (A) sont parallèles, le problème est impos- 
sible sauf si (Δ) et (Δι) sont confondues. Dans ce 
dernier cas, il est indéterminé, 
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49. Problème n° 25. 
Dans deux cercles concentriques, mener une droite qui 
détermine les cordes AB et CD telles que 
CD 
Le problème est indéterminé tel qu’il est posé ; 1l ne 
l’est plus si on fixe arbitrairement la position du 


point A. 
Par raison de symétrie, on peut alors écrire 
- à 
. AB 2 
eo AT 
AG: 1» 


C’est alors une application du problème précédent 


2 Ὕ ν Φ 
(55 π . (ΕῸ et (A) sont les deux cercles concentriques 


(T°) étant le plus petit et (A) le plus grand). 
Construction. --—  Cons- 
truire l’homothétique du 
plus grand cerele 
(e Ὁ À, re PE il 
centre À, rapport 5) 51 
coupe le plus petit cercle, 
les points d’intersection B, 
et B; déterminent les deux 
droites AB, et AB, — On 


appelle O le centrecommun 
des cercles donnés. 


τα. 43. 


Discussion. — Soit R lerayon du grand cerele, R' celui 
du plus petit cercle ; l’homothétique du grand cerele 
a son centre en Ὁ! | 


et 
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AO! — 2R 0)0) 9 Β΄ - “' 
D D 


Il y ἃ intersection si 


) 
pure 


La dernière condition est Loujours réalisée ; 
la seconde peut s’écrire 


“πι en 


/ 
EE ἃ 9 ΙΖ ἼΩΝ εκ ΦΑΓῚ CN EU 
ou ( RE neo ( R ἜΣ: 2 . | «0 
2 R' R\ (3 ἐπὴν 2 Εν 


Πα τ ἢ: 


le premier facteur est négatif ; le second doit être posi- 
1}, on doit donc avoir 
OUR ΚΡ Ἢ δ 
, R ce 
R — 
Λ 


Le plus petit cercle doit avoir un rayon au moins 
égal au quart du rayon du plus grand cercle. 


50. Problème n° 26. 


Un triangle ABC a son côté BC Jixe, le sommet À pou- 
vant occuper toutes les positions du plan extérieures à la 
droite BC. M étant wn point fixe de BC, on mène par M. 
la parallèle à AC qui coupe AB en P et la parallèle à AB 
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qui coupe AC en Q. Démontrer que la droite PQ passe 
par un point fixe. | 


Les triangles MBP et CMQ ayant leurs côtés deux à 
deux parallèles (ou en ligne droite) sont homothé- 
tiques. Le centre d’homo- 
thétie est l'intersection de 
BC et de PQ. Le rapport 
d'homothétie ἢ est cons- 
tant, 1] est égal à 


net 
MB 
F1G. 44, TIRE) 


CM 


Le point Test donc fixe, 1] est défini par la relation 
TB 

ἘΞ 

EM 

-- 

| LM 
Remarque : on ἃ également ---- -- ἢ 

| TA 


LU 


ou, en mullipliant, on obtient 


LE UUMANNDe 


51. Problème n° 27. 


Cercle d'Euler : PDémontrer que dans un triangle 
ABC, les milieux M, N, P'des côtés, les milieux «, B, y 
des segments AH, BH, CH, oignant les sommets à 
lorthocentre et les pieds A’, Β΄, C' des hauteurs sont neuf 


2 + © ne ml 
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points d'un même cercle appelé cercle d'Euler ou cercle 
des neuf points. 


Transformons le cercle circonserit, de centre O et de 
rayon R par une homothétie de centre H et de rapport 


1 
Ἐπ’ | 


Le point À se transforme en «, les points B et C se 
transforment de même en β οἵ +. 


Fra. 45. 


Le symétrique H' de H par rapport à BC, qui est sur 
le cerele circonscrit se transforme en A’. | 

Donc «, B, y, A’ sont sur un même cercle de centre 
O0" milieu de HO et de rayon 5 

Un raisonnement semblable montre que Β΄ οὐ C'sont 
sur ce cercle. | 
9 les deux cercles homothétiques par rapport à ἢ 
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peuvent être considérés comme homothétiques par 
rapport au point G tel que 


CO 
σοι 2 


le rapport d’homothétie étant — : ù 


Or, le cercle de centre O' passant par A' passe aussi 
par M, le triangle O'MA' étant isocèle. Les droites OM 
et HA étant parallèles, M est le transformé de A dans 
cette deuxième homothétie. 

On en tire les conclusions suivantes : 


— à) les points «, B, y, A’, B’, C',M, N, P sont sur 


R 
un même cercle derayon ΕῚ appelé cercle d’Euler, dont 


le centre est le milieu de OH. 
— δὴ) G est sur AM, ΒΝ et CP et 
GM  GN GP 


1 

τ ΠΗ ce 2 

donc G est le centre de gravité du triangle, il est situé 
au tiers de OH, 


—— c) Les vecteurs OM et HA sont liés par la relation 
OM ΟΝ OP Ι 
HA HE πὸ 2 
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52. Problème n° 28. 


On donne un parallélogramme ABCD de centre O, 
un point 1 sur la droite BC, et un point J sur OI. Les 
droites TA et JC se coupent en P ; les droites IB et JD se 
coupent en Q. Démontrer que la droite PQ est parallèle 
à CD. 


Transformons le parallélogramme ABCD par l’ho- 
mothétie de centre 1 et de rapport Le AS 


TP 
A devient P. ' 
AC devient PR parallèle à AC ; 
le milieu O de AC devient le milieu O’ de PR, mais 


1, R,C sont alignés, donc R est sur CD; de même O’ 
est sur 10. 

B devient l'intersection F de 1B avec la parallère 
menée par R à BC. 

Transformons le même parallélogramme par lho- 
Π: 
— . 


mothétie de centre J et de rapport 


C devient P. 
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Le transformé de AC est porté par la droite PR, le 
milieu O de AC devient lintersection de OJ et de PR, 
soit O’, donc A devient ἢ. 


Conclusion.--Les deux parallélogrammes transformés 
de ABCD qui ont leurs côtés respectivement paral- 
lèles, ont une diagonale commune, ils sont donc con- 
fondus. 

Le point F transformé de B dans la 17€ homothétie 
est aussi le transformé de D dans la seconde ; c’est donc 
le point Ὁ d’intersection de [ἘΠ et ID. 

La droite PQ, transformée de CD est parallèle à CD. 


Remarque. -- Ce problème nous montre que deux 
parallélogrammes, comme deux cercles, peuvent être 
considérés comme homothétiques de deux manières 
différentes. Les centres d’'homothétie sont les deux 
points qui partagent la l’gne des centres dans le rap- 
port de similitude. 

La propriété s'étend à toute figure possédant un 
centre de symétrie. 


53. Problème n° 29. 


À est le point de contact de deux cercles tangents (G) et 
(C") de centres O et O", de rayons R et R'. 

On mène une corde AP de (C) et la corde per pendicu- 
laire AP" de (C'). Démontrer que PP" passe par un point 
live lorsque P varie. | 


Les deux cercles (C) et (C') se correspondent dans 
deux homothét'es l'une de centre À, Pautre de centre, 
conjugué de À par rapport à O et 0”, 


A 
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Soit Α΄ l’homologue de À dans cette dernière homo- 
thétie (c’est l’autre intersection de (C') et de SA). Les 
droites AP et A’ P’,perpendiculaires à AP” sont paral- 


τα. 47. 


lèles ; elles sont donc homothétiques. Les ponts P et 
P' sont des points homologues, ils sont alignés avec 
S. La droite PP’ passe par le point fixe 5. 


o4, Classification des problèmes. : 


Les exemples précédents nous montrent que lho- 
mothétie permet de résoudre avec élégance les trois 
‘atégories de problèmes suivants : 


a) Problèmes de lieux ou d'enveloppes.—On ἃ intérêt 
à employer l’homothétie lorsque le point Δ΄ dont on 
cherche le lieu se déduit d’un point A dont on connaît 
le lieu, c’est-à-dire lorsqu'on ἃ. 


k étant un nombre algébrique constant et O un point 
fixe, 
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Il en est de même lorsque la courbe dont on cherche 
l'enveloppe se déduit d’une courbe dont on connaît 
l'enveloppe par une homothétie de centre fixe et de 
rapport constant. 


b) Problèmes de construction. — Si on découvre 
entre les points dont on connaît les Heux une relation 
d'homothétie de la forme 


O étant un point fixe et £ un rapport constant. 


ὁ) Démontrer une propriété d'une figure. — Lorsqu'on 
peut mettre en évidence une courbe et sa transformée 
par une homothétie déterminée, on peut en conclure 
que les droites joignant des points homologues passent 
par le centre d’homothétie. 

Si on peut montrer que deux figures sont homothé- 
tiques, on peut en conclure que deux vecteurs homo- 
logues sont parallèles. 

Lorsque différents points sont situés sur une même 


courbe, leurs homothétiques sont sur l’homothétique 
de cette courbe. 


55. Autre application : constructions par la méthode 
d’homothétie. 


Cette méthode s'applique toujours lorsque la cons- 
truction d’une figure semblable à la figure demandée 
est facilement réalisable. On place cette figure de telle 
sorte qu’elle soit homothétique de la figure demandée. 
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Le problème revient alors à construire une figure 
homothétique d’une figure donnée et soumise à une 
condition supplémentaire. 

Traitons quelques exemples. 


56. Problème n° 30. 
Construire un triangle ABC connaissant Pangle B, 
l'angle ( et le périmèlre. 
Il est possible de construire un triangle AB'C' sem- 
blable au triangle ABC demandé ; il suffit pour ceci 
que B Bet = Ὁ 


Fc. 18. 


Nous construisons ensuite le triangle égal au triangle 
demandé et homothétique de ABC par rapport au 
point A. Les points B et Β΄, G et (ἃ, et en général deux 
points homologues quelconques sont alignés avec Λ΄. 
les droites homologues sont parallèles. 

Portons à partir de B’ et sur la droite B'C' uno lon- 
gueur ΒΡ’ égale à AB' - B'C' + C'A, périmètre du 
triangle À Β΄ C’. Le point P' a pour homologue dans 
le triangle ABC un point P que nous pouvons déter.- 
miner : 


Fa ja 72 
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τος Ja droite BP est parallèle à Β΄: 
—— le point P est sur AP’. 
τς la longueur BP est connue. 


Cette dernière construction a été résolue dans la 
première leçon (problème n° 3). 


Discussion : Si la construction du triangle ΑΒ’ est 


. . , A A 
possible, c’est-à-dire si la somme des angles B et C est 
inférieure à deux droits, la discussion est identique à 
celle du problème n° 4. 


97. Problème n° 31. 
Construire un triangle connaissant les trois hauteurs 
ha, hp, he. 


Nous pouvons construire un triangle AB'C' sem- 
blable au triangle ABC dont les hauteurs seront, non 
pas ha, ἢν, he, Mais des nombres proportionnels. En effet, 
dans un triangle, on a la relation (S étant la surface). 


28 ΠΥ, ha == b hv — C he 


1 (12 b 4 
2 S nn LR mes | eee --λλα αν 
ou encore 1 { 1 
Le triangle AB'C' aura ses côtés proportionnels aux 
nombres 


1 1 1 

RU 
Construction. — a) Trouver les longueurs propor- 
tionnelles à —— , -— Ro Soient «, B, y, ces longueurs 


harchse he 
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Il suffit que les produits œhu, Bhy, γῆς Soient égaux, 
par exemple à la puissance d’un point par rapport à 
un cercle. 

Traçons un cercle (1) et soit O un point extérieur. 
Construisons trois cercles de centre O et de rayons 
ha, ἢν, he qui coupent le premier cercle tracé. 


BA C’ 


Fi. 49. τὰ. 50. 


Soit P l’une des intersections de (1) et du cercle de 
rayon μὰ, Q l’une des intersections de (1) et du cercle 
de rayon ἂν, R l’une des intersections de (F) et du 
cercle de rayon he. 

OP recoupe (1) en P', OQ et OR le recoupent res- 
pectivement, en Q"'et R. 

On pourra prendre OP" — 4, ΟΘ’ -- β, OR!" — 

b) Gonstruisons le triangle AB’C' 

AB'— y, B'C'=0, C'A =8 

c) Déterminons le pied H” de la hauteur issue de A 
dans le triangle AB'C' οὐ construisons le triangle ABC 
homothétique de ΛΒ΄’ par ARDUE à Ὁ. L’homothé- 
tique H de Π’ est Connu : 


78 POUR CONTINUER LA GÉOMÉTRIE PLANE 


il est sur ΑΗ! et ΑΗ = λα. 
Par H, traçons la parallèle à B'C' elle coupe AB’ en 
B et AC’ en C. 


Discussion. — Le problème est possible si la cons- 
truction du triangle AB'C' est je c’est-à-dire 5] 
15: 5 PUY Ὁ ne 
ha AA TOURS -: 


58. Problème n° 82. 


Les deux problèmes précédents sont du même type : 
toutes les conditions imposées à la figure sont des con- 
ditions de grandeur, mais la figure peut occuper une 
position arbitraire dans le plan. Dans ce cas, 1] suffit 
qu’une figure semblable puisse être construite. 

Nous allons étudier maintenant un problème un peu 
plus délicat : on impose à la figure non seulement des 


conditions de PES AADRE mais encore des conditions 
de position. 


Inscrire dans un triangle ABC un triangle DEF don! 


Les côtés soient respectivement parallèles à trois directions 
données. 


Il est toujours possible de construire un triangle 
ὉΠ Ε΄ homothétique de DEF par rapport à A dont 
les sommets E' et 1 soient respectivement sur AC 
et AB. 

Pour terminer la construction, 1] suffit de remarquer 
que D, homothétique de D' est ἃ là fois : 
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sur ΔΊ)! 
sur BC. 


59. Problème n° 33. 


Dans un triangle ABC, mener une droite parallèle à 
une direction donnée, qui coupe AB en D et BC en E de 


nee AD 
telle sorte que CE —.k, k étant un nombre arithmétique 


donné. 


Si on supprime une condition (par exemple, E sur 
BC) on peut construire une figure homothétique de la 
figure demandée ; il suffit de choisir D’ arbitrairement 
sur AB et de mener par ce point la parallèle à la direc- 
tion donnée. Le point E’ se construit en remarquant 
que si la parallèle à BC menée par E’ coupe AC en C’, 
on connaît la longueur C'E 
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E’ se construit en application du problème n° ὃ ; il 


y ἃ en général deux solutions E', et E”,, auxquelles 
correspondent des points C', et C”.. 


FIG: 92. 


Le point E cherché est à l'intersection de AE’, ou 
AE’, avec BG ; on obtient les points E, et Lo. 

En remarquant que D peut être placé de part et 
d'autre de Δ, on trouvera que le problème admet en 
générol quatre solutions. La discussion est analogue 
à celle du problème n° 3. 


SIXIÈME LECON 


SIMILITUDE 


60. Définition de la similitude. 


Etant donné un point O appelé centre de similitude, 
un angie « appelé angle de similitude, un nombre post- 
tif k appelé rapport de similitude on appelle similitude 
de centre O d’angle « et de rapport k, le produit de la 
rotation de centre O et d'angle « et de l’homothétie 
de centre O et de rapport #. 


Expliquons cette définition. — Le transformé d’un 
point M par la rotation (centre O, angle α) est un 
point M, ; le transformé de 
M, par l’homothétie (centre 
O, rapport kÆ)est une point M’. 
M' est le transformé de M par 
la similitude donnée. 

Remarquons qu’il est possi- 
ble de transformer d’abord 
M par homothétie puis le point 
M, obtenu par rotation : on obtient finalement le 
même point Μ΄. 


Fig. 55. —- Similitude, 
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Chacune des transformations n’admet pour point 
double que le point O et il en est de même de la simili- 
tude. Le centre de similitude est le seul pont qui soit: 
son propre homologue. 

La transformée (D') d’une droite (D) est telle que 


(D, D’) = & + nr. 


Le rapport des distances à O de (D') et de (D) est 
égal à X. 

Toute figure transformée d’une figure par similitude 
est directement égale à une homothétique de cette 
dernière, donc le transformé par similitude d’un ange 
de vecteurs est un angle égal. On dit que ces figures 
sont directement semblables. 


61. Problème n° 34. 


Trouver le lieu géométrique du centre O d'un triangle 
équilatéral ABC dont le sommet À est fixe et dont le 
sommet B décrit une courbe 
donnée (1°). 

> Ὁ» 
l’angie (AB, AO), dans 
le plan orienté, ἃ pour 


F ‘ τὸ 
mesure algébrique Ε -— ou 
6 : 


π AO 
τον Le rapport — vaut 
6 AB 


(δ 
RER 

Le point O se déduit du 
point B par l’une des simi- 
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I 


6 


RAS δὴ 
port —— . Le lieu de O est l’ensemble des deux trans- 


formées de la courbe (1) par ces deux similitudes. 


litudes de centre À, d'angle + Ἔ ou — :--- et de rap- 


Exemples : a) (F) est un cercle : on obtient les centres 
des cercles du lieu en transformant le centre de (ΤΠ) par 
les deux similitudes. Le rayon de chacun de ces cercles 


17 


RÉ 
est égal à —— , ἢ étant le rayon du cercle (17). 


x) 
b) (1°) est une droite. ù Ἂ à 
On détermine les deux γ΄ 


droites quiconstituent le lieu 
en transformant par simili- 
tude la projection orthogonale 
H de A sur ([). Les jpoints B —(" 
obtenus sont H’,, et H',. Par Fig. 55. 

H”, οὐ H”, on mène les droites 

respectivement perpendiculaires à AH, et AH’, qui 
constituent le lieu du point O, 


62. Problème n° 35. 


Un triangle ABC, dont le sommet A est fixe, reste 
directement semblable à un triangle donné ἃ Ὁ c. Le côté 
BC varie en restant tangent à un cercle donné (F) de 
centre ὦ. Trouver l'enveloppe de la hauteur BB". 


Soit A’ le pied de la hauteur issue de A. La droite 
BB’ se déduit de BC par la similitude de centre A, 
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Re PRE ! 

d'angle constant (AA', AB), de rapport constant τ 

Puisque BC enveloppe un cercle (F), BB' enveloppe 

le transformé de (F) par la similitude considérée : 
c’est un cercle (1.7) de centre w’. 


Le point de contact de BB’ avec son enveloppe est 
le transformé du point de contact de BC avec son en- 
veloppe. 


63. Remarques sur les transformations par similitude. 


La figure du problème précédent met en évidence 
deux séries de triangles directement semblables (on 
appelle M et M' les points de contact). 


a) les triangles ΔΜ et Aw'M' ; ces triangles sont 
déduits l’un de l’autre par la similitude invariable de 
centre À, d'angle et,de rapport constants ; 


b) les triangles Aww' et AMM'. Lorsque M varie, ce 
dernier triangle reste semblable au triangle fixe Aww’. 
La similitude qui fait correspondre AMM” à Λωω΄ est 
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une similitude de centre fixe, mais d'angle et de rap- 
port variables. On dit que les triangles AMM' pos- 
sèdent un centre permanent de similitude. 

Dans les problèmes de similitude, on voit apparaitre 
deux transformations de même nature : 


une similitude invariable : 
une similitude variable, mais dont le centre est fixe. 
64. Problème n° 36. 


Construire un triangle ABC directement semblable à 
un triangle donné abc, connaissant la position de À et 
sachant que B et C sont situés sur deux cercles (F) et (12 
données. Te 

Le point B se déduit du point C par la similitude de 


: — — ab 
centre À, d'angle α égal à (ac, ab) et de rapport Pre 


Fic. 57. 


S1 le point B n’était pas assujetti à rester sur le 
cercle (1), 11 décrirait, lorsque G décrit (F”’), le cercle 
(Ε΄) transformé de (1°) par la similitude précédente. 
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_Le point B doit aussi se trouver sur le cercle (F), il est 
donc à l’une des intersections de (F) et (Τ 0). 


Discussion : Il y a deux solutions si (F) et (ἡ 
sont sécants, une solution double s’ils sont tangents. 
Il n’y ἃ pas de solution s'ils n’ont aucun point com- 
mun. 


65. Problème n° 37. 


Construire un triangle ABC de sommet À donné, djrec- 
tement semblable à un triangle ἃ Ὁ ὁ donné, et dont les 
médianes ΒΝ et CP sont respectivement tangentes à deux 
cercles donnés (F) et (F”). 


Soient bn οὗ cp les médianes du triangle a b €, « et β 
los projections de À sur ΒΝ et CP. 


La médiane BN se déduit de CP par la similitude 
de centre À, d'angle (cp, bn) et de rapport k, k étant 
le rapport des distances de ὦ aux médianes cp et bn. 

. CP doit être tangent à un cercle (1, ΒΝ doit donc. 
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être tangent à son transformé ([”,) par la similitude 
indiquée. 

La médiane BN est portée par l’une des tangentes 
communes aux cercles (F) et (['’,). 


Discussion : il y ἃ autant de solutions que de tan- 
gentes communes aux cercles (ΤῚ et (1), c’est-à- 
dire : 
| tone 


66. Remarque sur l’application de la similitude aux 
constructions. 


Lorsqu'un élément de la figure se déduit d’un autre 
élément par une similitude déterminée, on peut dé- 
duire un lieu ou une enveloppe du premier du lieu ou 
de l’enveloppe du second. 

Ce procédé s'applique toujours lorsque la figure 
reste semblable à une figure fixe, mais lorsque les con- 
ditions imposées ne permettent pas de traiter le pro- 
blème par homothétie. . 


67. Problème n° 38. 


On donne dans un plan deux droites rectangularres 
variables qui se coupent en un point fixe À ; ces droites 
rencontrent deux droites rectangulaires fixes (Ὁ). οἱ (A) 
respectivement en B et C. 

Trouver le lieu du pied À de la hauteur issue de À, et 
du centre de gravité G dans le triangle A B C. 


a) Les égalités d’angles (les points Ὁ, À, B, ἃ étant 
sur un même cercle). | 
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(CA, CB) — (OA, OB) + kr 

(BA, BC) — (OA, OC) + ἀπ 
montrent que le triangle ABC reste directement sem- 
blable à un triangle fixe ; il en est de même du triangle 
ABA'. 


F1. 99. 


Le point Α΄ se déduit du point B par la similitude 
constante de centre À, d’angle (AB, AA') et de rap- 
| AA' 

AB . 

Le lieu de A’ se déduit du lieu de A, c’est-à-dire de 
la droite (D) par cette similitude ; c’est une droite (D,). 

Nous pouvons déterminer (D,) par la méthode habi- 
tuelle : projeter Α en P sur (D), transformer P par la 
similitude précédente (on obtient un point P,), et 
mener la droite (D,) perpendiculaire à A P,. 

Dans le cas présent, il est intéressant d'utiliser un 
autre procédé, 


port 
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Lorsque le point CG vient en O, le point A’ vient en P, 
projection de A sur (D) ; lorsque le point B. vient en O, 
le point Δ’ vient en Ὁ, projection de O sur (A) ; donc 
la droite (D,) est la droite PQ. 


b) L'étude de ce problème nous permet de remar- 
quer que les projections de À sur les trois côtés OB, 
OC, BC, sont en ligne droite. Le point À est sur le 
cercle circonserit à ce triangle. Nous retrouvons là, 
dans un cas particulier, le théorème de Simson étudié 
dans la deuxième leçon. | 

Cette remarque permet de rédiger une solution élé- 
sante de la question : 

À est sur le cercle circonscrit au triangle O B C. Les 
projections P, Q et A’ de A sur les côtés de ce triangle 
sont alignées, done A’ est sur la droite PQ. 

Réciproquement, soit A’ un point quelconque de 
cette droite. On obtient B et ἃ en menant par A’ la 
perpendiculaire à AA’ qui coupe (D) en B, (A) en C. 

D’après la réciproque du théorème de Simson, les 
points P, Q, A' étant alignés, À est sur le cercle cir- 
conserit au triangle OBC, donc l'angle (AB, AC), égal 
à (OB, OC) est droit, et la droite PQ est le lieu de A’. 


c). Le triangle AB G reste aussi semblable à un 
triangle fixe et le point G se déduit du point B par la 


. ue -τ ἢ 
similitude constante de centre Δ, d'angle (AB, AG) et 
ER 
AB 
par la même similitude. 

ΠῚ est possible de déterminer ce lieu par un autre 


de rapport 6 lieu de G se déduit du lieu de B 
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procédé. Le lieu du milieu de BC, centre du cercle pas- 
sant par À, O, B, Cest la médiatrice de BC. 


-» Σ { 
AG 2 " - LA 
---- — — donc le lieu de (ἃ est la transformée de 


Re cs 
AM 
cette médiatrice par l’homothétie de centre A et de 
2 
rapport 3 : 


d) Ge problème permet de faire quelques remarques : 
dans certains cas, la solution d’un problème à l’aide 
d’une transformation peut être remplacée par une 
solution plus élégante. Cette constatation ne doit pas 
vous faire renoncer à utiliser les transformations, qui 
sont un instrument de recherche précieux permettant 
de ne pas étudier au hasard les propriétés de la figure. 
Lorsque le lieu cherché a été déterminé à laide de la 
transformation, il est toujours possible de rechercher 
une solution plus rapide. 


68. Problème n° 39. 


Deux cercles (CG) et (C') de centres O et ΟἹ se coupent 
en À et B. Par B on mène une sécante variable qui re- 
coupe (G).en M et (C') en M’. 


19 Démontrer que le triangle AMM' reste directement 
semblable au triangle AOO' ; 

20 Lorsque MM" varie, trouver le lieu de l’homologue 
dans AMM' d'un point fixe du triangle AOO' ; 

30 Lorsque MM' varie, trouver l'enveloppe de l’ho- 
rhologue dans AMM' d'une droite fixe du triangle AOO", 
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19 Pour démontrer la similitude directe des triangles 
AOO! et AMM/, 11 suffit de démontrer les deux égalités 
d’angles de droites : 

(OA, 00”) — (MA, MM) + ἀπ 
(O'A, 0'O) — (M'A, M'M) + ἀπ 
La relation entre angle au centre et angle inserit 
s'écrit : 
(OA, OB) — 2.(MA,MB) - 2 4x 
[ Angle de vecteurs [Double d’un angle de droites, 
défini à 2 kx près] défini à 2 ἀπ près] 
Ou, après division par deux. 


ἴθ ΘΟ) τ ΜΒ) Lt 


2 
Il existe, parmi les deux séries de déterminations de 
— — 
OA, OB) ἐς : AT 
STD une seule série qui est constituée par les 


angles égaux à 24x près, à (OÀ, 00! ); l'autre série est 
—> —} 
constituée par les angies égaux, à 2kx près à (OA, OT). 
Il est donc impossible d'écrire : 
(OÀ, 00!) — (MA, MB) + kr 
sans préciser la valeur de k. 
Nous savons que si lune des déterminations de 
ταις ον 
(MA,MB) est égale à l’une des déterminations de (OA, 
> 
OD"), on peut écrire : 
(OA, 00”) -- (MA, MM") + ἀπ 
[Angle de droites [Angle de droites 
défini à ἀπ près] défini à π᾿ près] 
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De même : 


(ΟἾΔ, O'O) — (M'A, M'M) + ἀπ 


Donc les triangles OAO! et MAM' sont directement 
semblables. 


τὰ. 60. 


20 Le triangle AMM' est le transformé du triangle 
AOO! dans la similitude variable dont le centre est 
constamment le point A, dont l'angle et le rapport 
varient lorsque la sécante MM varie. ς 

Comme nous lavons vu précédemment, il est pos- 
sible également de mettre en évidence une similitude 
invariable. Soit P un point du plan du triangle AOO' 
et Q son homologue dans le triangle AMM'. D’après la 
définition de deux points homologues, les triangles 
AOP et AMQ sont directement semblables. P est le 
transformé de O par la similitude de centre À, d'angle 

D 
(AO, AD), de rapport - : οἱ 


dans cette similitude invariable. 


Q est le transformé de M 


a 
© 


SIMILITUDE 9 


Le lieu de M est le cercle (OC), le lieu de Q est le trans- 
formé (1°) de (C) dans cette similitude. (C) passe par 
À, donc (1°) passe par A. Le centre de (F) est le trans- 
formé du point O, mais les caractéristiques de 1ἃ simi- 
litude étudiée montrent que le transformé de O est 
justement le point ΤῸ. 

Le lieu de Q est donc le cercle (F) de centre P, pas- 
sant par’ A. 


Remarque. — 11 se peut que le lecteur soit un peu sur- 
pris par ce problème général. Pour en faciliter l’étude, 
11] pourra rechercher d’abord le lieu dans des cas parti- 
culiers : 


— chercher 16 lieu du milieu de MM' (cercle passant 
par À dont le centre est le milieu de 00” ; 

— chercher le lieu du centre du cerele circonserit à 
AMM', de lorthocentre de AMM'. 


Il sera ensuite plus facile de généraliser. 


30 Soit une droite quelconque (D) dans le plan du 
triangle AOO!', P étant quelconque, nous pouvons 
supposer qu’elle passe par P. Son homologue (A) dans 
AMM' passe par Q et 

Ά (AQ, Δ) = (AP, D) + kr 


L’angle (AQ, A) est constant, Ὁ décrit (1, donc 
(A) passe par un point fixe E, déterminé par la rela- 
Lion 


(PÀ, PÉ) — 2 (ΛΟ, Δ) + 2 kr 


d’après les propriétés de langle inscrit. 
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Ce point E est le symétrique de À par rapport à | 
(D). | < | 


Remarque. — On pourra:comme au 20 commencer 
par chercher l'enveloppe de droites particulières 
hauteurs, médianes, médiatrices du triangle AMM'. 
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FIGURES DIRECTEMENT SEMBLABLES 


69. Définition. 


Deux figures (F) et (6) sont directement semblables 
si on peut trouver un rapport d’homothétie Æ (positif) 
tel que l’homothétique de (F) dans le rapport X soit 
directement égale à (ἢ. -: | 

Nous allons démontrer que deux figures directement 
semblables peuvent être déduites lune de lautre par 
une homothétie ou une similitude. 

Remarquons tout d’abord que la donnée de deux 
couples de points homologues (A, B), (A', Β΄) déter- 
mine complètement la transformation ;'en effet on fera 
correspondre à un point M quelconque de la première 


figure le point homologue Μ' en remarquant que 
Ὁ} 


pe AE et que (F”) est directement égale à une 
homothétique de la figure (F) dans ce rapport. Nous 
savons que la donnée de deux couples de points homo- 
logues suffit à déterminer un déplacement ; ces deux 
couples sont connus : (À, B), d’une part, les homothé- 
tiques de Δ΄ et Β΄, d'autre part. 


BRETON. — Géométrie plane 4 7 
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70. Détermination du centre de similitude. 


19 Si les vecteurs ΑΒ’ οἱ A'B' sont parallèles, [a 
transformation est une homothétie et le centre d’homo- 
| thétie est l’intersection 
de AA’ et BB’. C’est un 
point fixe, car 51 on fait 
varier B, ce centre ὦ reste 
défini par la relation : 


ω A A' 


B’ AU 
Fra. 61. ae ke 


20 Si les vecteurs AB et Α'Β' ne sont pas parallè- 
les, demandons-nous s’il existe un point ὦ qui soit 
son propre homologue. Appelons O l'intersection des 
droites AB et Δ΄ Β΄. 

Si le point ὦ existe, les triangles, o6AB et wA'B’ 
étant directement semblables, on peut écrire les éga- 
lités : 

(oA, Δ) — (AB, A'B") + kr 

(oB, wB') — (AB, A'B') + kr 
donc il est sur le cercle capable de l’angle de droites 
(AB, ΔΒ) relatif à AA! et sur le cercle capable de cet 
angle relatif à BB”. 

Mais les relations 

(OA, OA!) = (wA, A’) + kx 
(OB, OB') — (oB, Β΄) + #x 


montrent que ces cercles sont les cercles circonscrits 
respectivement aux triangles OAA' et OBB'. Ces 
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cercles 56 recoupent en un second point que nous appel- 
lerons ὦ et qui est la seule position possible du centre 
de similitude. | 

Montrons que ce point ne dépend pas du couple de 
points homologues choisi. 


Fic. 62. 


Les quadrilatères AOA'©, BOB'o étant inscrip- 
tibles, nous avons les égalités d’angles de droites 
(oA, ὠΔ΄) — (oB, ©B') + x 
(AB, Aw) — (A'B', A'o) - kx 
(BA, Bo) — (B'A', B'o) + ἀπ 


Les triangles AB ὦ et A'B'o« sont donc semblables et 


Donc ὦ est sur le cercle lieu des points dont le rap- 
port des distances à A’ et À est égal à ἢ ; c’est lun 
des points d’intersection du cercle OAA' et de ce lieu ; 
il est indépendant du second couple de points homo- 
logues B, Β΄. Si, maintenant B fixe, nous faisons varier 
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À, pour une raison analogue, ὦ restera fixe : il ne 
dépend donc pas des couples de points homologues 
choisi. 

: Démontrons maintenant que la similitude de centre 
w, d’angle (AB, AB") et de FADpOs k est identique à la 
transformation pi 

Cette similitude transforme les droites 

wA en λ΄, ΒΒ en wB'’, AB en A'B’, donc elle trans- 
forme le triangle AB en wÀ'B' et par conséquent 


AB en Α΄Β΄. 


71. Problème n° 40. 
Sur des axes x y et x'y' on considère des points fixes 
À et À, des points variables M et M' tels que 
AM’ 


— k Καὶ étant un nombre algébrique donné. 


19 Démontrer que si O est l'intersection de x y et x”y”, 
le lieu du centre du cercle passant par O,M, M' est une 
droite Δ. 

20 ὦ étant le symétrique de O par rapport à À, trouver 
le lieu géométrique du point H, projection de ὦ sur MM” 

39 Trouver le lieu géométrique du centre X du cercle 
inscrit dans le triangle oMM". 


19 Un couple de points M, M' étant donné, il existe 
une similitude S qui transforme ÂMen A'M'. Le centre 
de similitude est l'intersection du lieu des points dont 
le rapport des distances à A’ et À est égal à |k] et de 
l’are capable d’un angle égal à (AM, AM) décrit à 


l 
| 
ἢ 
| 
| 
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partir du segment AA’. Ce point est indépendant de la 
position de M et M’, puisque l’angle (AM, AM’) est 
constant, nous l’appellerons ©. 

Le point ὦ est à lintersection des cercles circons- 
crits à OAA' et OMM'; ce dernier cercle passe donc 
par le point fixe ὦ. Le centre « de ce cercle est sur la 
médiatrice de Oo. 


Réciproquement, étant donné un point «, sur la mé- 
diatrice de Oo, c’est le centre d’un cercle passant par " 
O et w. Ce cerele coupe + y en un deuxième point M,, 
æ'y'" en un deuxième point M;. Démontrons que 

AM 


A 
AM, 


Nous avons les égalités d’angles de droites : 


(@A, ΦΑ΄) — (OA, OA") - (oM,, oM;) 
(oA, AM,) =:(wA', A'Mi) S 
(oM,, AM,) — (oM;, Δ΄ Μὴ. 
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donc les triangles oAM,. et wA'M® sont directement 
semblables : 


A'M, | 
"AM, - [Δ] 
(À, ἀζὴ = (AM, AM!) + 2 4x 
mais 
(où, ἢ = (AM, AM’) + 2 kr 
donc | 
AM: — AM — À, 
AM, ΑΜ 


Conclusion. — Le lieu du centre du cercle circonserit 
à OMM' est la médiatrice de Ow. 


20 Le triangle 6MM! varie en restant semblable au 
triangle wAA' ; il existe donc une similitude invariable 
qui transforme M en H. Le centre de similitude est ὦ, 

l'angle de similitude est (wÀ, ὡ Κ) οὗ le rapport de simi- 


K 
ltude τὰ , K étant la projection de ὦ sur AA”. 


Le lieu de K se déduit du lieu de À par similitude ; 
c’est une droite passant par K (position particulière 
de H). 

Le théorème de Simson permet de simplifier la solu- 
tion. Les projections de ὦ sur les côtés du triangle 
inscrit OMM' sont alignées ; donc H est sur la droite 
P Q joignant les projections P et Q de ὦ sur æy et "γ΄. 

Réciproquement H, étant un point quelconque de la 
droite PQ, la perpendiculaire à of, menée par Il, 
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coupe æy en M, et x'y' en ΜΙ. D'après -la réciproque 
du théorème de Simson le point ὦ est sur le cercle cir- 
conserit au triangle Μ᾿ Μ΄.. 

Le lieu de H est la droite P Q. 


Fra. 64, 


39 Il existe une similitude invariable qui transforme 
M en 1. Le lieu de I est une droite qu’on déduit comme 
précédemment du lieu de M et qui passe par le centre 
du cercle inscrit dans le triangle ὧλ A". 

Ici, le problème ne peut pas être simplifié par Pem- 
ploi du théorème de Simson. | 


72. Problème n° 41. 


On considère deux cercles (G) et (62) de centres O οἱ Ὁ ! 
de rayons R et R'et des tangentes variables (A) et (Δ᾽) 
à ces cercles, telles que (A, Δ΄) = « + Κπ, « étant un 
angle constant. Ces tangentes ont leurs points de contact 
respectifs en M et Μ' et se coupent en Δ. 

Démontrer que le cercle circonscrit au triangle AMM' 
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passe par l’un‘de deux points fites &w, el «2 et que les 
points 4, w3, Ὁ, O', sont sur un même cercle. 


Un couple de points de contact M,M' étant choisi, 1 
existe une similitude S qui transforme OM en OM. Le 


centre de cette similitude est l’intersection du lieu des 
/ 


points dont le rapport des distances à Ο' et O est τ 


et de l’arc capable de Pangle (OM, O'M' ) décrit à partir 
du segment ΟΘ΄. 
Remarquons que, les rayons étant perpendiculaires 


aux tangentes 
(OM, O'M') — (Δ, A')+ Æx (angles de droites) 
c’es-à-dire qu'on peut avoir 


dt VS 
en τ AL angles de veet 

ΕΥ̓͂ recteurs 

OM OM τ δα πο Dee OP 
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Lorsque le point M varie, la similitude S est l’une 
des deux similitudes S, et S,, de même rapport, de 
centre w4 OU 69. 

Le cercle circonscrit au triangle AMM' passe par 
Pun ou l’autre des points w, et ὡς, puisque À est lin- 
tersection des tangentes, qui sont des droites homo- 
logues. 

Détermination de w, et wo. 

Les rayons homologues OM et ΟΜ’ font entre eux, 
dans les deux cas, l'angle de droites 

(OM, O'M') = α + kr. 


Si B est l’intersection d’un couple de ces droites 
homologues, les points ὧν et ὡς sont sur le cercle. cir- 
conserit au triangle B Ὁ 0”; ces points sont les points 
d'intersection de ce cercle εἰ du cercle de diamètre 
U, Us, U, et U, étant les deux centres d’homothétie 
des cércles CG et GC’. 


78. Problème n° 42. 


On donne deux axes x y et Χ' γ', sur chacun d'eux un 
point fixe (A et Δ΄) et un point P. 

Mener par P une droite qui rencontre les axes en des 
points M et M' tels que 


A'M' 
—— — Κα Καὶ étant un nombre algébrique donné. 


AM 


D’après l’étude précédente (problème 40), lorsque 
M et M' décrivent æy et α΄! de sorte que 
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AM 

AM 
il existe une similitude invariable qui transforme 
AM en A’M'. On dit alors que M et Μ' décrivent sur 


æy et æ'y" des divisions semblables d'origines Λ et A, 
Le problème peut alors s’énoncer : 


soit un rapport algébrique constant, 


τὰ. 66. 


étant données sur deux droites des divisions sem- 
blables, déterminer deux points homologues de ces 
divisions alignés avec un point donné P. 
Construisons le centre de similitude ὦ. 
D’après les propriétés de la similitude : 
(Mo, MM”) = (λω, AA’) + ἐπ 
mais l’angle (Mw, MM) est l'angle (Mo, MP) et le 


point M est sur le cercle capable des angles de droites 
égaux à (Aw, AA”), décrit à partir du segment ὦ P. 


Construction : Le point M est à l'intersection de y 
avec le cercle précédent, 
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Suivant les cas, le problème admet 0, 1 ou 2 solu-: 
Lions. 


74. Application de la similitude aux coniques. 


Rappelons la définition tangentielle des coniques : 
Une conique est l’enveloppe du second côté d’un angle 
droit dont le premier côté passe par un point fixe et 
dont le sommet décrit une droite ou un cercle. 


Cas de la droite : le point fixe est le foyer, la droite 
est la tangente au sommet — la conique est une para- 
bole. 


Cas du cercle : le point est l’un des foyers —- Ie cercle 
est le cercle principal — la conique est une ellipse si 
le point est intérieur au cercle, une hyperbole si le 
point est extérieur au cercle. 

L'étude de la similitude met en évidence des enve- 
loppes de droites qui sont des coniques. 


75. Problème n° 48. 


Des points M et M" décrivent sur deux axes x y et χ' γ' 
ATV 
des divisions semblables | - == Kk, nombre algébrique 
AM 
donné). Trouver Penvelope de la droite MM. 


L6@ point ὦ étant le centre de similitude (point fixe), 
noùs avons vu (problème n° 40) que le lieu géométrique 
de la projection H de ὦ sur MM est la droite P Q qui 
joint les projections P et Q de ὦ sur ψῃ οὐ x'y". 

La droite MM" est le second côté d’un angle droit 


106 POUR CONTINUER LA GÉOMÉTRIE PLANE 


dont le premier côté ὦ H passe par le point fixe ὦ et 
dont le sommet H décrit Ja droite PQ. 

L’enveloppe de MM' est la parabole de foyer ὦ et de 
tangente au sommet P Q. 


F1G. 67. 


76. Problème n° 44. 

Sur deux cercles (GC) et (C') de centres O οἱ O', de  : 
rayons R et R'on place deux points fixes À et A’ et deux 
points mobiles M et M' tels que 

(OA, OM) — (0'À', OM) + 2 ἀπ. 

Trouver l’envelope de la droite MM’. 


Soit ὦ le centre de la similitude qui transforme OA 
en O'A'. D’après l'égalité d’angles 
> -ῷὸ > τ 
(OA, OM) = (O'A’, O'M') 
les triangles isocèles OAM et O’A'M' sont directement 
semblables. La similitude précédente transforme éga- 
lement M en M”. Plus généralement cette similitude 


TU Le € 
transforme Parc AM en l'arc Α΄Μ'. 
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Le triangle 6MM' reste constamment semblable au 
triangle w6O0’ et au triangle λ΄ ; la projection de 
w sur ΜΜ’ 56 déduit de M par une similitude invariable 


de centre ὦ, l'angle de similitude étant (bÔ, ok) et le 


UE » K Jia 
rapport de similitude ξεν (Kest la projection de ὦ sur 
@) 
O0"). 


F1G. 68. 


Le lieu de H est le transformé du lieu de M par cette 
similitude ; c’est un cercle de centre K, de rayon égal à 
L K. ΝΑ ΝΕ 
ΗῚΧ = , passant par la projection L de ὦ sur AA' 
οω) 

(puisque ΛΑ΄ est une position particulière de MM”) 
soit (1 ce cercle. 

_La droite MM' porte le second côté de l’angle droit 
RP Ὁ . 

ΦΗΜ, dont le premier côté passe par le point fixe ὦ et 
dont le sommet décrit le cercle (F) ; l'enveloppe est 
une conique de foyer w et de cercle principal (F). 


7 


Nature de la conique : elle dépend des positions rela- 
tives de ὦ et de (F), c’est-à-dire des positions rela- 
tives de w et de (C), puisque les figures (w, F). et 


ns 
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(w, (ὦ sont semblables. w étant sur le cercle dont des 
points diamétralement opposés sont les centres d’ho- 
mothétie de (GC) et (G'), nous distinguerons plusieurs 
Cas. | 


— (ὦ) et (( extérieurs : le lieu de ὦ est extérieur à 
(CG) et (6), la conique est une hyperbole. 

— (CG) et (C’) intérieurs : le lieu de ὦ est intérieur à 
(C) et ((:7, la conique est une ellipse. 

—- (GC) et (G’) sécants en P et Ὁ, le lieu de w passe 
par P et Q ; si ὦ est sur l’arc PQ extérieur à (C) et (C’), 
la conique est une hyperbole, s’il est sur l’arc PQ inté- 
rieur à (C) et (C’), la conique est une ellipse. 


S1 ὦ est en P, l'enveloppe est le point Ὁ, si ὦ est en 
Q l'enveloppe est le point P. 

Dans ce cas, on ἃ une hyperbole si l’angle non 
orienté des demi-droites OA et OA’ est inférieur à 
l'angle OPO'et on ἃ une ellipse 51 l'angle non orienté 
des des _demi- droites OA et OA’ est supérieur à l'angle 
OPOr. 


77. Problème n° 45. 


Trouver l'enveloppe du 2 côté d’un angle constant 
dont le premier côté passe par un point fixe et dont le 
sommet décrit une droite ou un cercle. 


Soit un angle AOY dont le côté AO passe constam- 
ment par le point fixe À, dont le sommet O décrit une 
courbe (T°) et qui reste constant ; soit H la projection 
de À sur Oy. 
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Le triangle rectangle AO reste directement sem- 
blable à un triangle fixe. 
Le point H se déduit de O par une similitude inva- 


Fra. 69. 


riable de centre À ; le lieu de H est donc la transformée 
(1) de (Τὺ par cette similitude. 


ΟἹ (1) est une droite, (17) est une droite. 
S1 (ΤῚ est un cercle; (10) est un cercle. 


L’angle AH y est un angle droit, dontle côté AH passe 
par le point fixe À, et dont le sommet H décrit une 
droite ou un cercle. 

L’enveloppe de Oy est donc une conique de foyer A : 


— €@’est une parabole de tangente au sommet (T'’) 
si (1) est une droite : | 
— 81 (1°) est un cercle, et si À est extérieur à (F), A. 
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est extérieur à (17) et l'enveloppe est une hyperbole 
de cercle principal (T°!) ; 

— si (T°) est un cercle et si À est intérieur à (F), A 
est intérieur à (Τ᾽) et l'enveloppe est une ellipse de 
cercle principal (1) ; 

— 581 (©) est un cercle passant par A, l’enveloppe 
est un second point de ce cerele. 


HUITIÈME LEÇON 


FIGURES INVERSEMENT SEMBLABLES 


78. Définition. 


Deux figures sont inversement semblables, si l’une 
est inversement égale à une figure directement sem- 
blable à la seconde. 

C’est dire que si deux figures (F) et (1 sont imver- 
sement semblables, toute figure (17) symétrique de 
(167) est directement semblable à (F). 

Nous allons étudier maintenant un exemple de 
transformation qui transforme une figure (F) en une 
figure (1) inversement semblable. 


79. Produit d’une homothétie 
et d’une symétrie (l’axe 
de symétrie passant par 
le centre d’homothétie). 


Soit un axe de symétrie (A), 
un centre d’homothétie O et 


PL ἐξ F1G. 70, --- Produit 
ne nombre ἦς, positif ou néga d'une symétrie et d’une 
[518 homothétie. 


BRETON — Géométrie plane 8 
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Le transformé d’un point M par l’homothétie de 
centre O et de rapport Æ est un point M”. Soit Μ' le 
symétrique de Μ΄ par rapport à (A). M’ est le trans- 
formé de M par le produit des transformations. 

Remarque : On pouvait d’abord transformer M par 
symétrie en Μ΄΄,, puis chercher Phomothétique de M", 
on trouvait le même point Μ΄. Donc ce produit est 
indépendant de l’ordre des transformations (dans le 
cas où O est sur (A)). 


Propriétés des figures. — a) Soit (17) Ia transformée 
d’une figure (1) ; (F7 Ja transformée de (17) par l’ho- 
mothétie. (F) et (1 sont directement semblables, 
(Ε΄) et (F/’) sont symétriques, donc (ΕἼ et (F) sont 
inversement semblables. 

b) La droite MM' coupe (A) en un point C et il est 
aisé de démontrer que 


Le point qui partage le segment joignant deux points 
homologues dans Île rapport — k est situé sur lPaxe de 
symétrie. 

Mais (A) est une bissectrice de Pangle (OM, OM) ; 
si D est l'intersection de MM” avec la seconde bissec- 
trice, 

DM 
DM 


Le point qui partage le segment joignant deux 
points homologues dans le rapport Æ est situé sur la 


FIGURES 1 NVERSEM ENT SEMBLABLES 113 


perpendiculaire à Paxe de symétrie menée par le centre 
d’homothétie. ; 


80. Figures inversement semblables. 


Deux figures inversement semblables (F) et (1 
étant données, nous nous proposons de déterminer une 
transformation qui, à (F) fasse correspondre la figure 
(F”), soit k le rapport de similitude (positif). 

Supposons d’abord qu'un point À de la figure (F) 
soit son propre homologue ( dans (1) ; tous les couples 
de vecteurs homologues AB, AB’ admettent le même 
système de bissectrices, 
(A), (A). 

(A,) est le lieu des 
points quipartagent B'B 
dans le rapport--#, (4,) 
le lieu des points qui 
partagent B'B dans le 
rapport + k. Nous pas- 
serons de la figure (F) à 
la figure (177) : 


τος soit par une symétrie par rapport à (A,) suivie 
d’une homothétie de centre A et de rapport + k. 

— Soit par une symébrie par rapport à (A) suivie 
d’une homothétie de centre A et de rapport — k ; 


Supposons maintenant que nous ne connaissions 
aucun point double de la transformation, Considérons 
deux points homologues fixes A et A’ et deux points 
homologues variables B et Β΄, 
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Si nous faisons subir à la figure (17) la translation 
définie par le vecteur A/A nous obtenons une figure 
(ΕἸ ; la transformation qui fait correspondre (ἢ à 
(F) est du type précédent ; les bissectrices (Δ) et (A,) 
sont les lieux des points qui partagent B;B dans 165 rap- 
ports --- et + ἢ. 


Soit C, le point Lel que = = — k et C le point 


tel que —— = — k, 
CB 


Nous avons cé, = ΒΒ’, Χ ; 
L+k 


( se déduit de C, par la translation définie par le 
vecteur 


CG — B'B X T3 — AR χ στ: 


La droite (A;) déduite de (A,) par la translation 
définie par le vecteur 
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est le lieu des points qui divisent B'B dans le rapport 
— k. De même le lieu des points qui divisent B'B dans 
le rapport + k est la droite (A;) déduite de (A) par 
la translation définie par le vecteur 


Ah 
ER 


Les deux droites rectangulaires (A) οὔ (ΔῺ se 
coupent en un point w. Considérons le point de (F) 
confondu avec ὦ, et w' son homologue. Le point qui 
partage ww’ dans le rapport --- ἢ est sur (A,), celu 
qui le partage dans le rapport + k est sur (A) : lun 
de ces points est donc en ὦ, et par conséquent «’ est 
en ὦ. Le point ὦ est le point double de la transforma- 
tion. 


Conclusion. — Etant données deux figures inverse- 
mont semblables, les points qui partagent le segment joi- 
enant deux points homologues dans le rapport de simi- 
litude sont situés sur deux droites rectangulaires. Le 
point d’intersection de ces deux droites est le point 
double © de la transformation, qui peut toujours être 
considérée comme le produit d’une homothétie posi- 
tive et d’une symétrie par rapport à l’une de ces 
droites. | 


Cas d'exception. — Si k — 1, l'une de ces droites est 
rejetée à linfini, le point ὦ n’existé pas. La transfor- 
mation est un retournement qui, en général ne possède 
aucun point double, et qui possède une droite de points 
doubles s’il se réduit à une symétrie, 
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81. Problème n° 46. . 


Un triangle ABC de sommet À fixe varie de telle sorte 
que les bissectrices de l'angle À soient deux droites fixes 


| Ο | 
(A,) et (A5) et que le raport Ἢ des côlés ΛΒ οἱ AC soit 


constant. Lorsque le point B décrit un cercle de centre O, : 
démontrer que le point G décrit un cercle dont on apel- 
lera le centre O". Où sont situés les centres d’'homothétie 
de ces deux cercles. ὁ 


Fic. 73. 


Le point (ἃ se déduit du point B par une des trans- 
formations étudiées au début de cette lecon : 


: De ( 
produit de Phomothétie. de centre À, de rapport Τ 


et de la symétrie d’axe (A) (nous supposerons que 
(Δι) reste constamment la bissectrice intérieure). 

Le lieu de C se déduit du lieu de B par cette trans- 
formation ; c’est un cercle de centre O! transformé de 
O et dont on obtient le rayon en multipliant celui du 


᾿ . C 
premier cercle par Ἧς 
) 
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Ces cercles peuvent donc être considérés comme 
inversement semblables, le centre de similitude (pot 
double) étant À et le rapport de similitude =. Les 
centres O et ΟἹ sont des points homologues, les centres 
d’'homothétie S, et S, partagent O0” dans un rapport 
arithmétique égal au rapport de similitude, ils sont 
sur les droites (A,) et (A). 

Les droites (Δ) οὐ (A,) sont en effet les lieux des 
points qui partagent le segment joignant deux points 
homologues dans un rapport arithmétique égal au 
‘apport de similitude ; nous savons qu'elles se coùpent 
au point double 46 [a transformation et que ce sont 
les bissectrices de deux vecteurs homologues ayant ce 
point pour origine. 


82. Problème n° 47. 


Le triangle ABC varie comme précédemment, mais au 
lieu de donner le lieu de B,°on indique que la hauteur 
BB" reste tangente à un cercle donné (1°) de centre Ὁ. 
Trouver l'enveloppe de la hauteur CC’. ΒΒ touche son 
enveloppe en M, CC' touche son enveloppe en M". Trouver 
les lieux des points qui partagent MM' dans le rapport 


᾿ 
U 


arithmétique D - 
ne 


Remarquons immédiatement que les triangles 
ABB’ et ACC! sont inversement semblables et que le 
second se déduit du premier par la transformation 
indiquée au problème précédent. 

CC’ enveloppe donc le -cerele (17) transformé du 
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cercle (EF) par cette transformation. Le point M’ est 
homologue du point M ; les points qui partagent 


6 : 
MM' dans le rapport. τ sont situés sur les droites (A;) 


et (A3) (les points sur (A,) partagent dans le rapport 


algébrique —> et les points sur (A2) dans le rapport 


algébrique: + " ) 


Réciproquement, étant donné un point K, sur (A;) 
cherchons s’il existe une droite MM! passant par K.. 
Nous pouvons considérer M’ comme transformé de M 


dans l’homothétie de centre K,, de rapport —#; le 


point est sur le transformé (1) de (Τὺ par cette 
homothétie ; c’est un cercle égal à (1) ; s’il le coupe, 
les deux points donnent deux positions possibles de M’. 

Si (1) est extérieur à (1), les points Μ΄ οὗ Μ' 
n'existent pas. Si (1) est tangent à (Γ ἢ), la position 
de K; qui correspond fournit la limitation du lieu. Il y 
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a deux positions {limites pour K, et le point doit être 
situé entre ces deux positions. 
On obtiendrait un résultat analogue sur (A). 


Conclusion. —— Le lieu demandé comprend deux seg- 
ments de droites portés, l’un pat (Δ), Pautre par (A) 


83. Problème n° 48. 


Deux cercles sécants (C) et (C') ont pour centres O et Ο' 
pour rayons R et R'. M est un point variable du cercle 
(ὦ), À et B les intersections des cercles. La droite MA 
recoupe (G') en Β΄, et la droite MB recoupe (G') en A. 

19 Etudier les triangles MAB et MA'B’. 

29 Trouver le lieu géométrique du centre du cercle 
curconscrit au triangle MA'B’. 


19 Comme nous lavons vu au problème n° 39 le 
triangle MAA' reste directement semblable au triangle 
OAO’, c’est-à-dire que : 


(MA, MA’) — (OÀ, 00) + 2 kr. 
La bissectrice intérieure de l'angle (MÀ, MÀ) esb 
la droite ΜΙ, le point 1 étant choisi sur la droite O0" 
de telle sorte que 


(OÀ, OT) — (OÀ, O0!) + 2 kr. 


ce et constant et vaut ΠῚ 
Le point A' est le transformé de ἃ dans le pro= 
duit : 


Le rapport 
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— d’une homothétie positive de centre M et de rap- 
00’ 


R 
— d’une symétrie d’axe ΜΙ. 


port 


De même Β΄ est le transformé de B. 

Il en résulte que les 
triangles MAB οὐ MA'B' 
sont inversement sem- 
blables, le rapport de 

! 
similitude étant τς 

Le triangle MAB étant 
inscrit dans le cercle (C), 
le rayon du cercle cir- 
conserit au triangle MA'B' est constamment égal 
O0". 

Lorsque M varie sur (C) le rapport de similitude 
reste constant, mais le point double et laxe de la 
transformation varient. 


20 Le symétrique du vecteur MO par rapport à MI 
est un vecteur équipollent à Of, puisque le triangle 
MOT est isocèle. 

soit ὦ le centre du cercle cireonserit à MA'B' ; 6 est 
le transformé de Ὁ. 


Donc Mo _ ee ; OÏ 
καὶ Kiki 
ou Mw -- 00! 


Le point ὦ est le transformé du point M par la trans- 
: - } Ὰ ; μανῶν ΑἿΣ 
lation définie par le vecteur O0”. Le lieu de est done 
le cercle ((7) de centre O’ ot égal au cercle (C). 
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84. Problème n° 49. 


Etude de deux figures inversement semblables. 

Pour illustrer l'étude abstraite faite au n° 77 nous 
allons étudier la figure formée par deux arcs de cercle 
inversement semblables. 

S'ur deux cercles (G) et (C') orientés dans le même sens, 
prenons deux points fixes À et A’ et deux points va- 
riables M et M' tels que les arcsorientés AMet A'M'mesu- 
rés.en radians soient liés par la relation 


Pa ARE ᾿ 
mesure de AM + mesure de AM Ξε 2 k%x 


“πρὸς TIRE e 
Les arcs AM et A'M' étant de sens contraires sont 


des figures inversement semblables, le rapport de simi- 
Ι 


litude est le rapport ΠῚ des rayons. 


Cherchons le point double de la transformation. - 

Nous connaissons deux couples fixes de points 
homologues : les points Α et A’, les centres O et Ὁ’ 
des cercles, done le point double ὦ est parfaitement 
déterminé. 

Les axes (Δι) οὗ (A) de la transformation passent 
respectivement par les centres d’homothétie S1 et Sa 
des deux cercles, qui partagent O0’ dans un rapport 
arithmétique égal au rapport de similitude ; ces axes 
étant rectangulaires, le point ὦ est sur le cercle de 
diamètre Si S, (on peut d’ailleurs le prouver en remar- 

@0 R' 
quant que — - 


TS ΠῚ ) Pour déterminer (4), il suf- 


Le AN * 


ΠῚ de construire le point K; tel que - = | 
Ki À πὶ 
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L’intersection de SK; et du cercle de diamètre 
5192 donne le point w. La droite (A1) est la droite 
© 51, la droite (A) est la droite 652. 


F1G. 76. 


Les triangles AM οὗ wA'M' restent toujours inver- 
sement semblables, mais on ne peut pas en dire autant 
des triangles AA" et ὠΜΜ΄. Les triangles «MM! va- 


rient de telle sorte que l’angle ὦ conserve toujours les 
! 


ῇ ' : | M 
mêmes bissectrices et que le rapport ΤῊ soit cons- 
ω 
/ 


tant et égal à : 
οἵ ὁρ ΠῚ 


Nous avons vu que lorsqu'il y ἃ similitude directe, 
il en est tout autrement ; c’est une différence essen- 
tielle entre ces deux transformations. 


85. Remarque sur les figures inversement semblables. 


Nous venons de voir quelques problèmes dont 
l'étude est simplifiée par la transformation qui fait 
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correspondre deux figures inversement semblables 
et que nous pourrons appeler : similitude inverse. 

Remarquons aussitôt que le champ d'applications 
de la similitude inverse est infiniment moins vaste 
que celui de la similitude directe. En effet, le pro- 
blème : construire une figure inversement semblable 
à une figure donnée el soumise à certaines autres 
conditions est sans intérêt. Pour le traiter, 11 suflit de 
construire une figure directement semblable à la 
symétrique de la figure donnée, et ce problème se 
traile à laide de La similitude directe. 


NEUVIÈME LEGÇON 


RELATIONS MÉTRIQUES 


86. Les relations métriques. 
Nous les rappelons sans les démontrer : 

a) Relations dans le triangle 
à LA‘ 

a = b?+ c?—20bc cos À; 


.d b | c 


STREAM RARE LAURE, TRES 
. ΓΝ 9 9 ad 
sin À ‘sin B sin C 


| 3(C2 
AB? + AC: — 2 AM? + a 


AB? —— AC? — 2 BC. MH 


b) Puissance d’un point par rapport à un cercle 
MA.MB — MC. MD — d? — 3 


Cette relation exprime la condition nécessaire οἱ 
suflisante que quatre points A,B,C,D soient sur un 
même cercle. 

Si deux des points (G et D par exemple) sont confon- 
dus en un point T, la droite MT est tangente au cercle. 
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La relation 
MT2 — MA. MB 


exprime la condition nécessaire et suflisante pour que 


la droite MT soit tangente en T au cerele passant par 
A,B,T. 


Fi1c. 78. F1G. 79. 


Remarque. — les relations n’ont de sens que 51 on ἃ 
choisi sur les droites MAB et MCD des sens de par- 
cours ; on peut alors exprimer les mesures algébriques 
des segments de ces axes. 


87. Axes radicaux. 
l'axe radical de deux cercles est le lieu des points 
‘qui ont même puissance par rapport à ces deux cercles. 
a) Si M ἃ même puissance par rapport aux cercles 
de centres O et O’ de rayons ἢ et R'’ 
MO? — R° = M0" — R’? 
MO? —— MO" = R2— R'? 
2 OO'.IH -- R? — R’? 
(sur un axe porté par 00”) 
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ΟἹ Test le milieu de OO’ et H la projection de M sur 
O0: 
R? __ R’2 
Tien 
“1200! 
H est un point fixe, donc M est sur la perpendicu- 
laire à ΟΘ΄ menée par ce point. 


b) Réciproquement tout point M de cette droite a 
même puissance par rapport aux deux cercles. 

L’axe radical de deux cercles est la perpendiculaire 
à la ligne des centres qui coupe cette ligne en un point 
H, appelé pied de l’axe radicalet donné par la relation : 


ARTE 12 
ΠΤ Ur” 
2.00! 


Remarques.—Si les cerclessont sécants, l’axe radical 
joint leurs points communs, sinon l’axe radical ne 
coupe ni l’un ni l’autre. Si les cercles sont tangents, 
l'axe radical est la tangente commune au point de 
contact. 

Pour qu’une droite soit l’axe radical de deux cercles, 
il faut et 11 suffit que deux de ses points aient même 
puissance par rapport aux deux cercles. 


88. Centre radical. 


| Trois cercles (CG), (G’), (G'’) dont les centres ne sont 
pas alignés admettent deux à deux trois axes radicaux : 
(A1), axe radical de (C') et (C’’) 
(A), axe radical de (C’’) et (C), 
(As), axe radical de (C) et (G’). 
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(A1) οὗ (A2) se coupent en un point y qui ἃ même 
puissance par rapport à (C), (G'), (G/’), done qui est 
sur (A;). 


C? 
Ετα. 80. 


Les trois droites (A1), (As), (As) se coupent en un 
point y qui est le seul point ayant même puissance par 
rapport à (GC), (0, (G'’). Ge point est le centre radical 
des trois cercles. 


89. Différence des puissances d’un point par rapport 
à deux cercles. 


Pour évaluer la différence des puissances de M, nous 
projetterons M en m sur O0’ et en K sur l’axe radical, 


Fi. 81. 


et nous orienterons dans le même sens 1605 axes KM et 
O0!’ 


BRETON. — Géométrie plane 9 
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MO2— R? MO’? + R'2—MO2—MO'?—(R?—R'?) 


mêis. MO? — MO — 2.00'.Îm 
R? — 5" — 200 1Ὲ 
et par différence 
MO? — MO’? — (ΒΞ — R'2) = 2.00’ Hm —  2ΟΟ ΚΜ 
C’est cette dernière expression que nous rebiendrons : 


Ce théorème est essentiel ; nous en verrons par la 
suite d'importantes applications. 


90. Problème n° 50. 


Construire un cercle tangent à une droite donnée et 
passant par deux points donnés. 


Soient (D) la droite, À et B les points donnés. Sup- 
posons le problème résolu et appelons (GC) le cerele 
demandé, T le point de contact de (C) et de (D). 

La droite AB coupe D en un point 1 parfaitement 
déterminé et 

115 ΞΕ: 


F1G. 82. 


On pourra donc déterminer la longueur IT en me- 
nant la tangente à un cercle quelconque passant par 
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À et B ; la construction sera simplifiée si on choisit 
le cercle de diamètre AB. 

On obtiendra le point T en cherchant l'intersection 
de la droite (D) et du cercle de centre I et dont le rayon 
est la tangente menée de 1 au cercle de diamètre AB. 


Discussion. — Le problème n’est possible que si le 
produit TA.IB est positif, c’est-à-dire si À et B sont 
tous deux dans l’un des deux demi-plans limités par 
(D). Dans ce cas, 11 y ἃ deux solutions, les points T et 
T''étant symétriques par rapport à 1. 

Les deux solutions sont confondues si l’un des 
points est sur (D). | 

51 AB est parallèle à (D), ΓΤ n'existe pas, le problème 
admet une seule solution, le point T étant sur la mé- 
diatrice de AB. 


Construction. — T étant déterminé, le centre du 
cercle est à l’intersection de la perpendiculaire à (D) 
élevée en T et de la médiatrice de AB. 


91. Problème n° 51. 


Construire un cercle langent à un cercle donné et pas- 
sant par deux points donnés. 

Soient (C) le cercle, Α et B les points donnés. Sup- 
posons le problème résolu et (1°) le cercle demandé, 
TJe point de contact de ([ et de (C). 

Considérons un cercle (+) passant par A et B. 

AB est l’axe radical de (F) et (y) ; l'intersection de 
AB et de l’axe radical des cercles (C) et (y) est un 
point I, centre radical des cereles (C), (F), (y), done la 
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tangente commune aux cercles (C) et (1, qui est leur 
axe radical, passe par I, c’est la tangente menée par [ 
au cercle (C), elle touche le cercle (CG) en Τὶ, qui est le 
point de contact de (C) et de (F). 


Fa. 83. 


Construction. — Traçons un cercle (y) passant par 
À. et B, choisissons-le de préférence sécant à (C) en α 
et B; dans ce cas l’axe radical de (C) et (y) est la 
droite α 6. 

«8 coupe AB en 1. 

De I, menons les tangentes à (C) ; nous obtenons, s1 
le problème est possible deux points de contact T et 
T’ auxquels correspondront des cercles (17 et (1). 
Le centre du cercle (1 est à l'intersection du rayon 
du cerele (C) passant par T et de la médiatrice de AB. 
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Discussion. — Deux questions à se poser : 
a) Le point 1 existe-t-1l ἢ 
b) Peut-on mener de I les tangentes à (C) ? 


a) Existence de I : 1 n’existe pas 51] ἃ 6 est parallèle 
à AB, c’est-à-dire si À et B sont à égale distance du 
centre de B. Dans ce cas, il y ἃ deux solutions, les 
_ points de contact étant sur la médiatrice de AB, qui 
est un diamètre du cercle (C). 

Sinon, [ existe toujours. . 


b) Existence des tangentes à (C). 

Elles existent si 1 est extérieur à (C), done si IA.IB 
est positif. Or si TA.IB est négatif, ἴα 1 l’est égale- 
ment ; I est entre α et B, entre À et B ; les points A et 
B sont donc sur les deux arcs de (y) limités par (C), 
Pun à l'extérieur, l’autre à l’intérieur. 

Le cas d’impossibilité correspond donc à À et B 
l’un à l’intérieur, l’autre à l'extérieur de (ὦ). 

Si TA.TB est positif, À et B sont sur le même arc de 
(y), soit à l’intérieur, soit à l'extérieur de (C). 


c) Conclusion. — Le problème ἃ deux solutions si 
À et B sont situés tous deux dans l’une des régions du 
plan limitées par (C) ; ces deux solutions sont confon- 
dues s1 l’un des points est sur (C) ; 51 AB. est tangente à 
(C), l’une des solutions devient une droite. 


| 92. Problème n° 52. 


On donne un cercle et deux points À et B. Par À, on 
mène une sécante variable qui coupe le cercle en M οἱ M’. 
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Démontrer que le cercle circonscrit au triangle BMM' 
passe par un second point fixe. 


B' O est le centre du cercle: 
(C), qui ἃ pour rayon ἢ. 
Soit Β΄ la seconde inter- 
sost'on de AB avec le cercle 
passant par B, M, M. 
On a 


(CIN 1 48 
——— AB.AB' — AMAM': 
τα. 84. “AUNOT RE 
Donc 
2 __ p2 
ΑΒ’! — SE HA : AB’ étant constant, B' est fixe. 
AB 


93. Problème n° 53. 


Etude des cercles coupant un cercle donné en deux 

points diamétralement opposés. 
_ Considérons un cercle (C), de centre O, de rayon ἢ 
et soit (1 un cercle coupant (C) en deux points diamé- 
tralement opposés M et N. 

La puissance de O par rapport à ([) est : 

OM.ON — — R? 

Elle est constante. 

Cercles de la famille passant par un point donné À : 
Tous ces cercles passent par un second point A’ fixe, 
situé sur la droite OA est dont la position est définie 
par la relation : 


DA OA.= Re 
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Le lieu de leur centre est la médiatrice de AA’. 

En particulier, si on donne un second point B non 
situé sur la droite OA, 11 existe un seul cercle de la 
famille passant par À et B, puis- 
que ce cercle doit également pas- 


ser par Λ΄. (r) 
Cercles de la famille passant par 
un point À donné el tangents à M 


une droite (D) donnée ou un cercle W 


(C) donné. ἣν 
Les cercles passent par A et 
Α΄, le problème de la détermi- (C) 


nation de ces cercles 56 ramène 
aux problèmes n°8 50 et 51. 


94, Problème n° 54. 


Etude des cercles coupant deux cercles donnés en des 
points diamétralement opposés. 


Considérons deux cercles (C) et (G’), de centres O et 
0’, de rayons R et ΤΠ’ et soit un cercle coupant (C) en 
deux points diamétraiement 
opposés M et N et (C') en 
deux points diamétrale- 
ment opposés M’ et N’. 

Les deux points O et 
O’ ont même puissance par 
rapport à tous les cercles 
(T°) étudiés. L’axe radical 
de deux quelconques de ces 
cercles est la droite O0”, 
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‘Un cercle (F1) coupe O0’ en Α et B ; puisque l'axe 
radical de (Γ1) et d’un autre cercle (©) quelconque 
est ΟΘ΄’, le cercle (T°) passe par les points A et B. 


Conclusion.— Les cercles (F) passent par deux points 
fixes À et B situés sur O0’, et le lieu des centres ὦ de 
ces cercles est la médiatrice de AB. 


95. Remarque sur les problèmes précédents. 


Les relations métriques dans le cercle nous ont per- 
mis de démontrer que des cercles passent par un ou 
plusieurs points fixes ; c’est un procédé qui permet 
souvent de résoudre de telles questions. Mais les rela- 
tions métriques ont un champ d'application beaucoup 
plus étendu. Nous allons voir comment on peut les 
utiliser pour la recherche des problèmes de lieux géô- 
métriques ou d’enveloppes. 


96. Problème n° 55. 


On donne un cercle (C), de centre O, de rayon KR et un 
point À. Par À, on mène deux sécantes rectangulaires 
(D) et (A). (D) coupe (CG) en M, (A) le coupe en N. Trou- 
ver le lieu géométrique du milieu 1 de MN. 


Appelons J le milieu de AO. 
Dans le triangle AOT, nous avons : 


LA? + 105 --- IM2 + 102 — R° 
MAIS | 


TA? + 105 — 2 45 +21 


Ὥ 
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ce qui permet d'écrire : 


2 AJ? + 2112 = R?. 
D CP 
= — 


1152 est constant, donc 1 est 


sur le cercle de rayon { 
RE DAT: | 
V An ie et de centre J. 1) 
Réciproquement, un point 1 de 
ce cercle est tel que | 
2 AJ + 113 = R? 
ou IA? + 10? = R*. 
Si par 1, on mène la perpendiculaire à J0, elle coupe 
(C) en Met Ν tel 
10? + IM? = R?. 


᾿ 


IM — IN — IA, ce qui nous montre que 1᾽Δηρ]6 
MAN est droit. 


Conclusion. — Le lieu de Τ est le cercle de centre J et 
de rayon 


V R? 2 AJ? 
ETES 


Ce cercle n'existe que si AJ? < — 


c’est-à-dire si. AO - Ἢ V2 
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97. Problème n° 56. 


Un cercle variable (1) passe par un point fixe À et a 
son centre ὦ sur un cercle fixe (G), de centre O, de rayon R. : 
Trouver l'enveloppe de l'axe radical des deux cercles. 


La différence des puissances de À par rapport aux 
cercles (C) et (F) ἃ pour valeur 


AO? — R2— 0 — AO? — R° 


elle est constante, 


Fic. 88. 


Or, nous savons qu’elle peut s'exprimer de la ma- 
nière suivante, H étant la projection de À sur l’axe 
radical. 


AO? — ΒΞ — 2.0o. HA 


d’où, si on oriente les axes de telle sorte que Oo -- ἢ 
AO* — R? 


CE RE 
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La distance HA est constante, donc l'enveloppe de 
l’axe radical est le cercle de centre A et de rayon 
AO? — R 
2R 


Remarque. — Le théorème de la différence des puis- 
sances est un auxiliaire précieux pour la recherche des 
enveloppes. Nous aurons l’occasion d’en étudier des 
applications nouvelles dans les leçons suivantes. 


Comment utiliser ce théorème : 11 n’est en général 
utilisable que si le point choisi est fixe et la différence 
des puissances de ce point constante. Ici, deux points 
pouvaient être utilisés : O et A. Mais la puissance de O 
est constante par rapport à (GC), variable par rapport 
à (ΤῊ, le seul point utilisable est donc le point A. 


98. Problème n° 57. 


On joint un point variable M d’un cercle à deux points 
fixes À et B. Soient P et Q les points où les droites MA 
et MB recoupent le cercle, R le second point d’intersec- 
lion du cercle avec la parallèle menée par P à AB. Mon- 
trer que la droite QR passe par un point fixe. 
Les droites AB et PR étant parallèles 
(PM, PR) -- (AM, ΑἸ) ἐπ 

511 est l'intersection de AB et OR. y 

Le quadrilatère MPQR étant inscrit dans un cercle 
(PM, PR) = (ΟΜ, QR) + ἐπ 

l'angle (ΟΜ, QR) est l'angle (ΟΜ, QI) 
(PM, PR) = (ΟΜ, QD) + kr, 
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On en déduit : | Le 
(AM, AI) — (ΟΜ, QI) + kr, 
le quadrilatère AM QT est inseriptible et 
HO.EM — ΒΙΒΑ, 

les mesures  algébriques 
étant mesurées sur des axes 
portés respectivement par 
BM et AB. 

Le produit BQ.BM est la 
puissance À du point B par 
rapport au cercle, 11 est in- 
dépendant de la position 
du point M. 


BLUES ne 
| A 


La mesure algébrique BT est constante, le point I 
est un point fixe de l’axe dont le support est AB. 

Dans cette solution, nous avons utilisé un procédé 
qui permet, dans de nombreux cas, de démontrer qu’un 
point est fixe. On démontre que ce point est sur un 
cercle de la figure et on essaie d’utiliser un point dont 
la puissance est fixe par rapport à ce cercle. Nous uti- 
Hiserons à nouveau ce procédé dans la suite. 


99. Cercles orthogonaux. 


Deux cercles sont orthogonaux lorsque leurs tan- 
gentes en leurs points communs sont perpendiculaires. 
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Pour que cette condition soit réalisée, il faut et il suffit 
que les rayons aboutissant en un point d’intersection 
soient perpendiculaires. 

Cette condition nécessaire et suflisante peut encore 
s'exprimer : il faut et il suffit que la puissance du centre 
d’un cercle par rapport au second soit le carré du rayon 
du premier. Ç 


100. Cereles orthogonaux à un cercle donné. 


On peut étudier les cercles de cette famille qui pas- 
sent par un point À donné. 

Soit (Τὺ un cercle orthogonal au cercle (GC) (de 
centre O, de rayon R) et passant par A. 

La droite OA coupe (C) en 
A'et 


OA'OA'="R:. 


Λ΄ est un point fixe. 

Les cercles (1 qui passent 
par un point fixe À passent 
par un second point fixe À’ ; 
le lieu de leurs centres est la 


médiatrice de AA’. F1G. 90. 


101. Cercles orthogonaux à deux cercles donnés. 


Soient deux cercles (C) et (C'), de centres O et Ὁ’, 
de rayons ἢ et R' et un cercle (F), de centre ὦ et de 
rayon p, orthogonal à (C) et (C'). 

Le point O ἃ pour puissance R? par rapport à tous 
les cercles (ΤῸ ; le point ΟἹ ἃ pour puissance R'? par 
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rapport à tous les cercles (T°) ; la droite O0 est l’axe 
radical de deux cercles (1 choisis d’une manière 
quelconque. 
Le point ὦ ἃ pour puissance p? par rapport à chacun 
des cercles Ὁ et O’, done les centres des cercles (1) 
sont sur l’axe radical des cercles (C) et (GC). 


Fic. 91. 


Si l’un des cercles (1) coupe OO’ en deux points A 
et B, tout cercle de la famille passe par A et B puisque 
AB est l’axe radical de deux quelconques de ces cereles. 
Cherchons à quelle condition les cercles (1°) coupent ς 
O0! ; 

Soit H le pied de l’axe radical de (GC) et (G’), c’est le 
milieu de AB. 

On doit avoir 


OA.OB = R2 ou (OH + HA) (OH +HB) -- R2. 
OH? -— HA? = R?. 


Ceci n’est possible que si OH? > R2, c’est-à-dire 5] 
H est extérieur à (C), donc 51 (C) et (C’) ne sont pas 
sécants. 
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Conclusion. — a) Si (C) et (C') ne sont pas sécants 
les cercles (1) forment une famille passant par A et B. 
Réciproquement, tout cercle passant par A et B est 


orthogonal à (C) et (C’) puisque 
OA.OB = R2 OA OB -- ΒΕ’ 


1] appartient à la famille. 

Les cercles (F) constituent un faisceau de cercles 
dont À et B sont les points de base. Le lieu de leurs 
centres est la médiatrice de AB. 


b) Si (C) et (C') sont sécants en P et ©, les cercles 
(F) ne coupent pas leur axe radical commun. 

Cherchons à construire le cercle (1 dont le centre 
est un point ὦ donné situé sur la droite PQ, axe radical 


de (CG) et (67. 


Fra. 92. 


La puissance de ὦ par rapport à (C) est p°, done on 
doit pouvoir mener de ὦ des tangentes à (C) ; leur lon- 
gueur sera le rayon du cercle (F), leurs points de con- 
tact seront sur (1). Ceci n’est possible que si ὦ est 
extérieur au segment PQ. 
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Si ὦ est en P ou en Q, le cercle (F) a pour rayon 
zéro, 11 se réduit au cercle-point P ou Ὁ. 

Les cercles (l) constituent un faisceau de cercles” 
dont P et Q sont les points limites. Le lieu de leur 
centre est la portion de la droite PQ extérieure au seg- 
ment PQ. 


ΟἹ Remarquons qu’un faisceau de lun ou Pautre 
genre est complètement déterminé par : 


L 
τ | 


larscens ὦ points de base lnscesu à point fonites. 


- Fra. 93. 

— deux cercles de ce faisceau, puisqu'il est possible 
de construire deux cercles (C) et (() qui leur soient 
orthogonaux ;1l suffit que ces cercles aient leurs centres 
sur l’axe radical des premiers et soient orthogonaux 
à l’un d’eux. Les cercles (17 seront alors tous les 
cercles orthogonaux à (C) et (C’) ; 

— un cercle et l'axe radical commun, ‘puisque la 
construction de (GC) οὐ (G') exige seulement qu’ils 
aient leurs centres sur cet axe radical et qu’ils soient 
orthogonaux à l’un des cercles du faisceau ; 

— les points de base, puisqu'ils sont sécants en ces 
points ; 
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— les points limites, puisque (G) et (G') doivent seu- 
lement se couper en ces deux points. 


d) Les cercles (C) οὐ G’ déterminent un faisceau de 
cercles conjugué du faisceau des cercles (F) ; s1 le 
premier faisceau est à points de base, l’autre est à 
points limites, et réciproquement. 


ec) Si (G) et (G') sont tangents en un point I, leur 
axe radical est la tangente commune en I, les cercles 
([, orthogonaux à (C) et 
(C') passent tous par 1 et 
sont tangents en ce point. 

Les deux faisceaux con- 
jugués sont des faisceaux 
de cercles tangents en un 
point. C’est le cas limite 
des deux précédents. 


102. Prob] ‘me n° 58. 


Cercle d'un faisceau passant par un point donné A. 


Nous pouvons toujours supposer le faisceau donné 
par le cercle (F,) et l’axe radical (A). 

M étant un point de (A), sa puissance par rapport à 
(1...) est connue, c’est aussi sa puissance par rapport 
au cercle (1) cherché. MA recoupe (F) en A’ et 


MAMA — P, 


P, étant cette puissance. 
A! est déterminé. 
Pour construire A’, menons par M une sécante 


BRETON. — Géométrie plane 10 
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x 
Map au cercle (F,) et construisons le cercle passant 
par À, «, Ὁ; | 
La droite MA recoupe ce cercle en A”. 


MAMA — Μὰ ΜΒ — P, 


Le centre ὦ de (1 est sur la médiatrice de AA’, ilest 
aussi sur la perpendiculaire menée de centre w, de (1) 
à l’axe radical. 


Fc. 95. 


Le problème ἃ une seule solution, sauf si À est sur 
l'axe radical. Dans ce dernier cas, 1] est impossible. 

S'il s’agit d’un faisceau à points de base et si A est 
un de ces points, le problème est alors indéterminé. 


103. Problème n° 59. 


Cercle d’un faisceau orthogonal à un cercle donné. 


Soit (C) le cercle auquel (F) doit être orthogonal: 
Le faisceau étant connu, nous pouvons déterminer un 


cercle (C') du faisceau conjugué ; (F°) doit être ortho- 
gonal à (ὦ) et (G’), son centre doit se trouver sur leur 
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axe radical, Nous pouvons encore dire que 51 (G’) et 
(( 7) sont deux cercles du faisceau conjugué, le centre 
ω de (ΤῊ est le centre radieal de (C), (6), (6). Le pro- 


τις. 96. 


blème n’est possible que 51 le centre radical est exté- 
rieur aux Gercles (G), (C1), (G'”). Dans ce cas, 1] admet 
une seule solution. ( 


DIXIÈME LEÇON 


LA DIVISION HARMONIQUE 
ET SES APPLICATIONS 


QE 


104. Division harmonique. 
Quatre points A,B,C,D d’un axe orienté forment 
une division harmonique si | 
GA: Da 

CB. DB 


GC et D sont dits conjugués harmoniques par rapport 
à Α et B. Mais la relation peut s’écrire : 


CA 4 CB 
DA DB 
AC: BC 
ou — = τι — . 
AD BD 


Si Ο et D sont conjugués harmoniques par rapport à 
A et B, Α et B sont conjugués harmoniques par rap- 
port à C et D. 
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Soient a, ὃ, c, ἃ les abscisses de À, B, C, D sur l’axe 
On peut écrire : 
Ce AT LA a — α 
D Ce Ne 
ou (a—c) (b —d) + (a —d)(b —.c) = 0, 
ce qui donne en développant 


2 (ab + cd) — (a + ὁ) (c + d) = 0. 


«ἃ M C ΒΝ D TE 
D 2 D ——D——© — © -- ο---------ν 


Fi. 97. 


Si trois quelconques de ces nombres sont connus, le 
4€ est déterminé par une équation du 1% degré, il est 
unique et existe toujours (sauf un cas d'exception) ; 
en effet supposons ὦ, b, c connus) 

d(2c — α — ὃ) + 2 ab — c(a + δ) = 0. 

Le problème est toujours possible sauf 51 ὦ +- ὃ - 26, 
[nterprétation.-—-Le conjugué harmonique d’un point C 
par rapport à deux points À et B est unique et existe 
toujours, sauf si G est le milieu de AB. 


105. Formes particulières de la relation. 


La relation 
2 (ab + cd) --- (ὦ + δ) (ὁ + d) Ξε 0 
condition nécessaire et suffisante pour que A, B, ὦ, D 
pris dans cet ordre (les deux premiers formant un 
couple, les deux derniers un second) forment une divi« 
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sion harmonique prend des formes particulières 51 
l’origine des abscisses est choisie convenablement. 


1er cas. — Origine des abscisses en un point de la 
division, G par exemple ; ὁ = 0. 
La relation devient 


2 ab —(a + b)d=0 


ou, en d'visant par «bd. 


SAME LEARN 
FAR Φ 
2 MTS | | 
Or CR CCE 


Il est possible, en prenant l’origine en un autre 
point, d'écrire les trois autres relations 


ἜΝ Δ τν do 1 
ΔΗ πὸ". ΑΡΙ 
2 | 1 
ANR ESA Eee 
BA BC BD 
2 1 | 
AN LES “τος ---π΄ν-ὦ..-. - LOBE + La rt 
DC DA DB 
2e cas. — Origine des abscisses au milieu M de AB 
(ou N de CD) 
a + b = 0. ὃ -Ξ — a 


2 (— a? + cd) = 0 


α" == D? — cd. 


ou MA? = MB? = MC.MD 
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et de même 
NC? = ND? — NA.NB. 


IL est possible de tirer de cette relation des consé- 
quences relatives à la disposition des points À, B, G, D. 

Notre but étant d'étudier la résolution des pro- 
blèmes, nous laisserons de côté ces questions. 


106. Problème n° 60. 


On considère deux cercles (x) et (B) de centres À et B 
tangents extérieurement en ἃ. Par CG, on mène une sé- 
cante quelconque (A) qui coupe (x) en P et (B) en Q et 
on prend sur cette sécante un point M tel que 


MP.MQ — MC? 


19 Trouver le lieu (y) du point M lorsque (A) tourne 
autour de C ; 


MA 
20 Démontrer que le rapport ME reste constant lorsque 
M décrit (+). 


Soit N le symétrique de GC par rapport à M ; les rela- 
tions 
ΜΝ — MC? — MP.MQ 


montrent que la division NCPQ est harmonique. 
La droite AB recoupe («) en [1], (8) en V, S est Île 
centre d’homothétie positive des deux cercles. 
Remarquons que, sur la sécanto, P est la projection 
orthogonale de U, Q la projection orthogonale de V, 
ot N la projection orthogonale d’un point D situé sur 


AB, 
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La division NCPQ est harmonique ; il est aisé de 
démontrer que la’ division DCUV, dont la projection 
est NCPQ, est également harmonique. 

Les points ὕἉ, V, C sont fixes ; D, qui est le conjugué 
de C par rapport à U et V est un point fixe. 


Fic. 98. 


L’angle N étant droit, le point N est sur le cercle de 
diamètre CD. | 


Réciproquement un point quelconque N de ce cerele 
est tel que la division CNPQ soit harmonique et le 
milieu M de NC est tel que 


MC? — MP.MQ. 
Le lieu de N est le cercle de diamètre CD. 
M est l’homothétique de N (centre C, rapport 3 le 


lieu de M est l’homothétique du cercle de diamètre 
CD, c’est le cercle dont les extrémités d’un diamètre 
sont C et le milieu de CD. 
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Remarque. — L’homothétique de la division UVCD 
est formée par À,B,C et le conjugué de G par rapport à 
À et B. Ce point est le point S. 

Le lieu de M est le cercle dé diamètre CS. 


20 Les points C et 5 partagent AB dans le rapport 
des rayons de (x) et (8), donc le rapport 


MA : 
ΜΗ est 668) 
à ce rapport constant. 

107. Condition nécessaire et suffisante pour que deux 


cercles soient orthogonaux. 


Soient deux cercles orthogonaux : (C), de centre O,. 
de ravon R et (GC), de centre O’, de rayon R”. Certains 


Po CRE 
est 


Fra, 99, 


diamètres du cerclé,(C) coupent aussi le centre (C”) ; 
À et B sont les extrémités de l’un de ces diamètres, P 
et Ὁ sont ses intersections avec (C/). Les deux cercles 
étant orthogonaux, on peut écrire 


OA? -- OB? — OP.00 


donc les points P et Q divisent harmoniquement le 
segment AB. 
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Réciproquement, si les points P et Q d’intersection | 
avec un cercle (C') divisent harmoniquement le dia- 
mètre AB du cercle (C), 

OA? — OB? -- OP.00 
la puissance de O par rapport à (C) est égale à R? et les 
cercles sont orthogonaux. 

Pour que deux cercles soient orthogonaux, il faut et il 


suffit qu'un diamètre de l’un d'eux soit divisé harmoni- 
. quement par l’autre. 


108. Points conjugués par rapport à un cercle. 


Deux points À et B sont conjugués par rapport à 
un cercle (C) si le cercle de diamètre AB est orthogonal 
au cercle (GC). 


(C) 


τὰ. 100, — Points conjugués. 


Remarquons que si la droite AB coupe le cercle (C) 
en des points P et Q la division ABPQ est harmonique. 

Réciproquement si une droite AB coupe le cercle 
(C) en des points P et Ὁ, conjugués harmoniques par 
rapport à À ot B, Α et B sant, conjugués par rapport 
au cercle (G). 
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Si AB est une sécante, on peut done ainsi définr 
des points conjugués : 

Deux points À et B sont conjugués si les points d’in- 
tersection de AB avec le cercle sont conjugués harmo- 
niques par rapport à À et B. 

Cette seconde définition est moins générale que la 
première, puisqu'elle n’a aucun sens si la droite AB 
ne coupe pas le cercle. 


109. Polaire d’un point par rapport à un cercle. 


Soit un cercle (C) de centre O, de rayon ἢ et un 
point A. Cherchons le lieu géométrique des ponts B, 
conjugués de À. Le cercle 
de diamètre AB coupe la 
droite OA en un point À; 
les deux cercles étant ortho- 
LONAUX : 


A est un point fixe ; 
c'est la projection de B, 


& Eic, 101. — Polaire 
donc B est sur la perpendi- d’un point. 


culaire à OA menée par 0’. 

Réciproquement, un point B étant choisi d’une ma- 
mère quelconque sur cette droite, le cercle de dia- 
mètre AB passe par Α΄. La puissance de O par rapport 
à ce cercle est 


OA.0À' -- R?, 


ce cercle est orthogonal au cercle (C), les points À at B 
sont conjugués par rapport à (C). 
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Le lieu des conjugués de A est la perpendiculaire à 
OA menée par le point A’ tel que 


OA.OA' — R?. 
Cette droite s’appelle la polaire du point A. 
Remarque.—-Le point A'est le pied de la polaire; si 
OA’ <'R: 'OAS-R 8. OA ER OA" ER 


ss OA'=R;O0A!"— 
si À est extérieur au cercle, la polaire coupe le 
cercle, 


si À est intérieur au cercle, la polaire est extérieure 


_au cercle, 
si À est sur le-cercle, la polaire est la tangente au 


cercle en A. 


110. Pôle d’une droite. 


Inversement, à une droite (A)correspond un point P 
dont elle est la polaire. 

P est sur la perpendiculaire menée par O à (A) qui 
coupe (A) en P’, et P est fixé par la relation 


OP.OP' — ἈΞ: P est le pôle de (A). 


111. Propriétés des pôles et polaires. 


La propriété de deux points conjugués est réci- 
proque, donc : 

Si la polaire de À passe par B, la polaire de B passe 
par A. 
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On en déduit : les polaires de points alignés sont 
concourantes, les pôles de droites concourantes sont 
alignés. 

Si par À on mène une sécante variable, les conju- 
oués harmoniques de À par rapport aux intersections 
de la sécante avec (C) sont sur 
la polaire de A. 

51 À est extérieur au cérele, la 
polaire passe par les points de 
contact des tangentes menées de 


A à (C). 


ZA, 


Fra. 102. 


112. Problème n° 61. 


On considère un cercle (GC), de centre (Ὁ, de rayon Τὶ 
el un point À. Par À, on mène deux sécantes MN et 
M'N'. En M et N, on mène les tangentes qui se coupent 
en T. En M'et N', on mène les 
langentes qui se coupent en T'. 


19 Démontrer que la droite 
Test la polaire de Δ. 

20 Démontrer que l’homothé- 
tique de TT” (centre À, rapport 
1/2) est l'axe radical du cercle 
(C) et du cercle-point A. 


19 La polaire de Test la droite 
MN ; elle passe par A, donc 
: Ia polaire de À passe par T. 
La polaire de T'estla droite 
M'N',elle passe par À, donc la polaire de À passe par T”’. 
La polaire de A est donc la droite TT”, 
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20 La droite TT” est perpendiculaire à OA. ; soit 
B un point de ΤΊ" ; le cercle de diamètre AB est ortho- 
gonal au cerele (C) ; si ὦ est son centre, il a pour puis- 
sance ΛΚ par rapport à (GC), c’est aussi sa puissance 
par rapport à À. w, milieu de AB est sur l’axe radical 
de (C) et du cerele-point À ; l’axe radical est perpendi- 
culaire à OA, c’est done l’homothétique de TT! 
(centre A, rapport 1/2). 

Cette propriété est générale : 

L’homothétique par rapport à A, dans le rapport 
1/2 de la polaire de A par rapport à un cerele est 
l'axe radical du cercle et du cerele-point A. 


113. Problème n° 62. 


Etant donnés deux cercles (C) et (C') et leur axe radi- 
cal (A), démontrer que les polaires de À par rapport à 
(C) et (C') se coupent sur Phomothétique de (A) (centre À, 
rapport 2). 


KG. 104. 
Les polaires (D) et (D”) se coupent en P. 
À et P sont conjugués : 
— par rapport à (ὦ. — par rapport à (GC). 
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Le cercle de diamètre AP est orthogonal à (C) et à 
(G') son centre est sur l’axe radical (A). 

L’homothétique de (A) (centre À, rapport 2) passe 
done par P, 


114. Faisceau harmonique. 


On obtient un faisceau harmonique de quatre 
droites en joignant un point O à quatre points alignés 
À, B, C, D formant une division harmonique. 

Les droites OC, OD sont conjuguées par rapport 
aux droites OA et OB, et réciproquement. Nous appel- 
lerons ce faisceau le faisceau O (ABCD).- 


Ια. 105, 


Pour qu’un faisceau de quatre droites concourantes 
soit harmonique, il faut et il suffit que trois des rayons 
déterminent deux segments égaux sur une parallèle 
au quatrième. 

Cette condition s'établit en ΩΣ int les triangles 
semblables mis en évidence à la figure 105. 
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Un faisceau harmonique détermine sur une sécante 
quelconque une division harmonique (sauf si cette 
sécante est parallèle à lun des rayons). 

En effet, le faisceau étant harmonique, et α, β, y, à 
étant les intersections du faisceau et de la sécante, si 
par y nous menons la parallèle au ravon OD, elle est 
partagée par les autres rayons en deux segments 
égaux. Il suffit alors de considérer des triangles sem- 

blables analogues aux précédents 
po pour montrer que la division « 8 
EN: PP APE) ΟὙ ὃ est harmonique. 

Si deux rayons conjugués sont 
rectangulaires, ces rayons sont 
les bissectrices des deux autres. 

En effet, la parallèle à l’un 
d'eux détermine avec Pautre un 
triangle dont la hauteur est médiane, c’est-à-dire un 
triangle isocèle. 

‘Dans ce triangle, [a hauteur est également bisse ὁ 
trice. | 


R 


F1G. 106. 


115. Points conjugués par rapport à deux droites. 


Deux points À et B sont conjugués par rapport à- 
deux droites (A) et (Δ΄) lorsque À et B sont conju- 
gués harmoniques par rapport aux intersections de la 
droite AB avec (A) et (A”). 

Le lieu géométrique des conjugués d’un point A 
par rapport à deux droites (A) et (Δ΄) se coupant en 
O est une droite passant par À. ; c’est le rayon conju- 
oué de OA par rapport à (A) et (Δ΄). Cette droite est 
la polaire de À par rapport à (A) et (Δ΄). | 


L 
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Construction de la polaire de À. — Par À, menons les 
sécantes AMN et APQ ; Ja polaire passe par les conju- 
gués « et β de À par rapport à M et N, à Pet Ο, et par 
le point Ὁ. Mais c’est aussi la polaire de À par rapport 
à MQ et NP ; elle passe donc par leur intersection O" ; 
la polaire passe done par O et O0”. | 


Fra. 107. : | Fra. 108. 


116. Application : construction de la polaire d’un point 
par rapport à un cercle. 


Construisons les sécantes AMN et APQ ; la polaire 
passe par les conjugués α et β de À par rapport à M et 
N, à P et Q.'; elle est confondue avec la polaire de A 
par rapport aux droites : MP et NQ ou MQ et NP 
On lobtient comme tout à l’heure en joignant les 
intersections O et O0” de ces deux groupes de droites. 


117. Problème n° 68. 


Par le point D de concours des tangentes BD et CD 
au cercle (1) de centre O, circonscrit à un triangle 
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ABC, on mène la droite EF, parallèle à la tangente en 
Λ et qui rencontre AB en E et AC en Τ᾿ 


19 Démontrer que D est le milieu de EF. 

20 Démontrer que la droite AD est symétrique de la 
médiane issue de À par rapport à la bissectrice inté- 
rieure de l'angle A. 

30 La langente en À coupe la tangente au milieu 1 
de l'arc BC en A; la parallèle à cette droite menée par D 
en B' et BC en C'. Démontrer que OA! est bissectrice de 
l'angle C'OB. | 
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49 BC est la polaire ‘de D, elle passe par C', done D 
est conjugué de C’, AC’ étant une tangente, A est con- 
jugué de (Οἱ ; la droite AD est la polaire de C7. 
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(Σ΄ étant Pinterseelion de AD οὐ BC, C'est conjugué 
de C' par rapport à B et υ 0, et le faisceau Α(ΒΕΑΠ)( 7 est 
harmonique. 

La parallèle EF au rayon AC est partagée en deux 
seements égaux par les trois autres rayons. D est le 
milieu de EF, 

20 BC étant la polaire de D, la division [JDM est 
harmonique (1 οὐ 4. sont les milieux des ares BC) et le 
faisceau A(IJDM) est harmonique. Deux rayons con- 
jugués AT et AJ sont rectangulaires ; ce sont les bissec- 
trices des deux autres. 


30 Soit A’ l'intersection de la tangente en A avec la 

parallèle à BG menée par 4 ; la division B'C'A'A’ se 
projette orthogonalement suivant DMIJ ; c’est une 
division harmonique. Les droites OA’ et OA’, bissec- 
trices de deux angles intérieurs d’un même côté de la 
sécante, sont perpendiculaires. 


Le faisceau O(B'C' A'A”) est harmonique, deux 
‘ayons sont perpendiculaires ; ce sont les bissectrices 
des deux autres. 


118. Problème n° 64. 


On considère un triangle ABC et on prend sur la bis- 
sectrice intérieure de l'angle À deux points P et Q tels 


que : 
AP? — AQ2 — AB. AC 


Démontrer que les quatre points B, C, P, Q sont sur un 
même cercle et que les tangentes en B et C à ce cercle se 
coupent sur la droite PQ. 
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Si les quatre points considérés sont sur un même 
cercle, le centre de ce cercle ne peut être que le 
point E, intersection des médiatrices de BC et de PQ. 

Le cercle de centre E, passant par B et C recoupe 
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AB en C, AC en Β΄, et on a AG — AC’, AB — AB, les 
bissectrices étant des axes. de symétrie. 


La relation AP? — AQ? — AB.AC' — AC.AB' 


montre que le cercle passant par B, GC, Β΄, C’ passe par 
P et Q ; en effet, soient P, et Q, les intersections de 
PQ avec ce cercle 

A Q.3=:'AP;è = AB.AC' = AC. AB’ 
donc : AP =. AQ = AP, = ἄρ, 


ce qui indique que l’ensemble des points P, et Q, est 
confondu avec l’ensemble des points P et Q. 
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La figure étant symétrique, les droites BC οὐ Β΄’ 
se coupent sur la droite AE en un point 1, PQ, passant 
par l'intersection de BC’ et CB’ et étant perpendicu- 
 Jaire à AE, est la polaire de I. 

Soit D le pôle de BC, intersection des tangentes en 
B et G;les points D et I sont conjugués ; la droite PQ, 
polaire de 1, passe par le point D. 


119. Remarques sur les problèmes. 


Nous retiendrons deux théorèmes essentiels de cette 
importante leçon : 

— Pour qu'un faisceau soit harmonique, il faut et 
il suffit que la parallèle à l’un des rayons soit partagée 
par les trois autres en deux segments égaux. 

— La propriété de deux points conjugués est une 
propriété réciproque. 


L’emploi de ces deux théorèmes permet Ia résolu- 
tion facile d’un grand nombre de problèmes. 


ONZIÈME LECON 


L’INVERSION 


120. Définitions et propriétés. 

Etant donnés : 

un point O appelé pôle d’inversion, 

un nombre k, positif ou négatif, appelé puissance 
d’inversion, on appelle transformé d’un point M dis- 
tinet de O dans l’inversion de pôle O et de puissance ἢ, 
le point M’ aligné avec O οὐ défini par la relation 


JM.OM' — k. 
M 
0 
Fic: 111. 
e [inversion est une transformation réciproque. — La 


relation précédente montre que si M' est l'inverse de 
M, M est l'inverse de M’, 
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Les points doubles de l’inversion. — Si un point P. 
est son propre inverse OP? — k, donc P n'existe que si 
k est positif. 

Une inversion positive admet comme points doubles 
tous les points du cerele de centre O, de rayon VE, 
appelé cercle d'inversion. 

Une inversion négative n’admet aucun point double. 

Propriétés communes à toutes les inversions. — A 
étant l'inverse de À, et B’ l'inverse de B 


OA.OA!' — OB.O0B' — k 
donc deux points et leurs 
inverses sont quatre points 
d’un même cercle. 

Les triangles OAB et 
OB'A' sont inversement 


semblables, le rapport de 
f ᾿ 


MUAe πιο. 112. 
È d ὕ ἜΝΙ ΔΥΝ 
similitude es OX 
ΟΠ OB’.0B 
donc  A'B'"= AB, == = AB. 
OA AB: | OA: 0B 
k | 
A'B" —'AB. | : 
OA.0B 


Cette relation métrique est la relation métrique fon- 
damentale de linversion. 


Propriétés des inversions positives. - P étant un 
pont du cercle d’inversion, la relation 
OP? = OM.OM' 


montre que tout cercle passant par deux points in- 
verses est orthogonal au cerele d’inversion, 
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1 


121. L’inversion conserve les angles. 


Lorsqu'un point M décrit une figure (F), son in- 
verse M' décrit une figure (ΠΕ). (Ε΄) est la figure inverse 
de (F). 
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(CG) est l'inverse d’une courbe (ὦ), Δ et B sont deux 
points de (C), A’ et B’ leurs inverses, A,B,A', B'sont 
sur un même cercle. Si B tend vers A, Β' tend vers Λ΄. 
La position limite de AB est la tangente à (C), la posi- Ὁ 
tion limite de A'B' est la tangente à (C’). 

A la limite le cercle ΑΒΔ’ Β΄ devient le cercle tangent 
en À à (C), en A’ à (C’). Les tangentes à ce cercle en A 
et A’ sont les tangentes en ces points à (C) οὐ (C'). 

Les tangentes à des courbes inverses en des points 
inverses À et A’ sont symétriques par rapport à la 
médiatrice de AA. 

Si deux courbes (C) et (l°) se coupent en Δ, leurs 
inverses (ΟἽ) et (1) se coupent en A’. Les tangentes à 
(C) et (ΕῚ en À d’une part, à (C’)et (1) en A’, d’autre 
part sont symétriques par rapport à la médiatrice de 
AA". 
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L’angle non orienté de (C) et (1°) est égal à l’angle 
de (G') et (1, les angles orientés sont opposés. 


122. Inverse d’une droite. 


D’après la définition, toute droite passant par le pôle 
d’inversion est sa propre inverse (mais un point M de 
cette droite n’est son propre inverse que s’il est sur le 
cercle d’inversion). 


Inverse d’une droite ne passant pas par le pôle d’in- 
version. — Le pôle d’inversion © 86 projette en H sur 
(D) ; H' est l’inverse de H. 
M est un point de la droite, 
M! est son inverse. 

M,M',H,H'sontsurun même 


cercle, l'angle fl étant droit, 
l'angle Μ' est droit et M” est 
sur le cercle de diamètre OH”. 

Réciproquement, on démon- 
tre que tout point de ce cerele est Pinverse d’un point 
de (D). - 

L'inverse de (D) est un cercle passant par le pôle 
d'inversion. L’inversion étant réciproque : 

l'inverse d’un cercle passant par le pôle d’inversion 
est une droite. 


Fi1G. 114, 


123. Inverse d’un cercle quelconque. 
Soit un cercle (y) de centre ὦ ne passant pas par O. 
Si 4 τα P, P étant la puissance de O par rapport à 
(y), (y) est son propre inverse, 1] est invariant. 
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Si k = P, soit À, le transformé du point A de ὦ dans 
Pinversion de puissance P, A’ le transformé de A dans 
Pinversion de puissance }. 


d’où 


| k 
Α΄ est lPhomothétique de À, (contre O, rapport 5) 


donc l’inverse de (y) est le cerele (γ΄) homothétique 
k 


ῬῚ 


Remarque : les points inverses À et A” πὸ sont pas 
les points homologues A, et A’ de lhomothétie. 

Deux cercles étant donnés, puisqu'on peut les consi- 
dérer comme homothétiques de deux manières diffé- 
rentes, on peut les considérer comme inverses de deux 
manières différentes ; les pôles d’inversion sont les 
centres d’homothétie. | 


de (+) dans lhomothétie de centre Ὁ, de rapport 


124. Problème n° 65. 


a) Ὁ, A, B sont trois points fixes alignés, M est un 
point variable d'une droite (D). Le cercle circonscrit au 
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triangle ABM est recoupé en N par la droite OM. Trou- 
ver le lieu géométrique de N. 

b) Le lieu de N coupe la droite (D) en deux points ὃ 
et S”. ὶ 

Trouver le lieu des points S et S' lorsque (D) varie. 


a) Les points À, B, M, N étant sur un même cercle. 


Le point N est le transformé de M dans l’inversion de 
pôle O, de puissance OA.OB. 


τα. 116. 


Le lieu de N est l'inverse de la droite (D) ; c’est un 
cercle (C), passant par O. On trouve le point de ce 
cercle diamétralement opposé à O en transformant 
par linversion précédente la projection orthogonale H 
de O sur (D). 


b) Le point $, qui se trouve à [ἃ fois sur (D) et sur 
(G), est son propre mverse, 11 en est de même de SE 
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ΕΟ Les points S et S'sont des points doubles de l’inver- 
sion, ils sont situés sur le cerele d’inversion (1, de 
centre Ὁ, de rayon 


R= ν OA.0B 


Réciproquement, par tout point de ce cercle, faisons 
passer une droite quelconque (D) ; lPinverse de cette 
droite est un cercle (C). Si un point M parcourt (D), 
le point N, seconde intersection de OM avec le cercle 
passant par M,A,B décrit le cercle (CG) puisque 


OM.ON — OA.0B 


Ἢ 


Conclusion : le lieu des points S et δ΄ est le cercle 


d’inversion. 


Discussion : les points S et S', et le cercle (l) 
n'existent que si OA.0B > O 
c’est-à-dire si O est extérieur au segment AB. 


125. Problème n° 66. 


Par un point P on mène à un cercle deux sécantes 
variables PAB, PCD. Trouver le lieu géométrique du 
point Q, autre que P, commun aux cercles circonscrits 
aux triangles ΒΟ, PAD. 


Etudions linversion de pôle P, de puissance égale 
à la puissance de P par rapport au cercle donné. Ce 
dernier cercle est invariant dans cette inversion. 

L'inverse du cercle circonserit à PBC est la droite 
AD ; l'inverse du cercle cireonserit à PAD est la 
droite BC. 
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L'inverse du point Q est Pintersection 1 de AD et 
BC. ΐ 

Le lieu de Fest la polaire de P par rapport au cercle 
donné. 
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Le lieu de Q est l'inverse de cette polaire, c’est le 
cercle qui a pour diamètre PO, le point O étant le 
centre du cercle donné. 


126. Problème n° 67. 


On donne un cercle et deux points À,B. Une sécante 
variable menée par À rencontre le cercle en M et N. Les 
droites BM,BN recoupent le cercle en Μ' et N’'. Trouver 
l’enveloppe de la droite M'N’. 


Etudions l’inversion de pôle B, de puissance égale 
à la puissance de B par rapport au cercle donné, qui 
est invariant dans cette inversion. 

L’inverse de Ja droite ΜΙΝ’ est le cercle circonserit 
au triangle BMN. Cherchons l’enveloppe de ce cercle. 
La droite AB recoupe ce cercle en un point D tel que 


----- “τον “’-«“«ΦΦ« τ memes 


AD.AB — AM.AN. 
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Le produit AM.AN étant constant, le point D est 
fixe ; l'enveloppe du cercle cireonserit à BMN est le 
point D. | | 

L’enveloppe de son inverse est l’inverse du point D, 
c’est un point E tel que 


BD.BE — BM.BM' 
L’enveloppe de la droite ΜΙΝ’ est le point EF. 


M 


A 
E D 


FIG. 118. 


127. Problème n° 68. 


Trouver l'enveloppe des cercles (T) orthogonaux à un 
cercle (C) et tangents à un cercle (GC). 


: (C) est un cercle de centre O et de rayon R. Etudions 
l’inversion dont le cercle d’inversion est le cercle (ὦ 
(pôle O, puissance R?). Le cercle (C) est invariant dans 
Pinversion ; le cerele (1, orthogonal au cercle d’in- 
version, est invariant dans l’inversion. 

Le cercle (C’), de centre O0’, se transforme en un 
cercle (C”) qui se déduit de (G') par lhomothétie de 
centre O, de rapport. 
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P étant la puissance de O par rapport à (C'). 
Le cercle (C') étant tangent à (F), son inverse est 
. également tangent à (l). 
La seconde enveloppe de ([Π est le cercle (C°”) ; les 
points de contact de (F) avec (( et (C'”) sont deux à 
deux alignés avec 0). 


128. Premier type de problèmes. 


Les exemples précédents mettent en évidence un 
premier mode d'utilisation de l’inversion pour la 
recherche des lieux et des enveloppes. 

Si le point dont on recherche le lieu est lPinverse 
d’un point qui décrit une courbe connue, on en déduit 
par inversion le lieu inconnu. 

Si la courbe dont on recherche l’enveloppe est l’in- 
verse d’une-courbe qui reste tangente à une enveloppe 
connue, on en déduit par inversion l'enveloppe incon- 
nue. 

Comme pour les autres transformations nous allons 
étudier des applications aux problèmes de construc- 
tion. | | 


129. Problème n° 69. 


Etant donné un point P et deux droites (D,) et (D), 
mener par P une sécante qui coupe (D,) en À, (Di) en B, 
de sorte que le produit : 


eu 


PA.PB. 


soit égal à une constante Kk donnée. 
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Si le point B décrit (D,) le point À étant seulement ἡ 


_ choisi de manière que 


PA.PB = ἃ 

À décrit l'inverse de (D,) dans 
Pinversion de pôle P, de puissance 
k. C’est un cercle (d). 

Le point À doit se trouver à 
l'intersection de Ia droite (D) 
et du cercle (ὦ). 


Discussion : Il y ἃ autant de 


Ed 


F1G. 120. solutions que d’intersections de 

(D,) et de (d), c’est-à-dire sui- τὸ 

vant les cas : 0 solution, 1 solution double, ou 2 solu- 
. tions. 


130. Problème n° 70. 


Construire un triangle ABC dont le sommet À est 
donné, connaissant : 


l'angle À et l'aire du triangle, 

et sachant que les sommets B et (ἃ sont sur deux cercles 
donnés (F,) et (1). 

Supposons que l’angle (AB, AC) est donné en gran- 
deur et en signe, pour simplifier l’étude du problème. 


Si nous transformons (ἃ par la rotation d'angle égal 


--» —} δ, 
à (AG, AB), nous obtenons un point C, situé sur AB. 
L’aire du triangle ayant pour valeur S 
1 


S'= τὺ AB.AC sin A. 


(| 
| 


es 
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D'où AB.AC -Ξ- HO 

| sin À 
Le produit AB. AC est constant. On en déduit : 

AB.AC, ΞΞΞ- ne. " 

sin À 


Fra, 121, 


Si nous imposons seulement au triangle les condi- 
tions suivantes : 

C sur (14), S et À constants, 
le point C, décrit le cercle (14), transformé de (19) 
par la rotation précédente et Le point B déerit le trans- 
formé de (14) dans J’inversion de pôle À et de puis- 


sance : 
2. ὃ 


sin À 


Soit ({ 2) ce transformé (en général en cercle). 

Mais le point B doit se trouver aussi sur le cercle (11) 
il est donc à l'intersection de (1) et (1 ''2). 
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Discussion : il y ἃ autant de solutions que de points 
communs à (14) et (T°). 


131. Problème n° 71. 
Ἁ 
Par rapport à un pôle P non situé sur un cercle (C), 
on transforme (C) par inversion en un cercle (G'). 


a) Quel est inverse du centre O de-(C), du centre ()' 
de (C") ὃ 

À et B étant variables sur (C) et ayant pour inverses 
A' et Β΄, trouver le lieu du point d’intersection : de AB 
et A'B", des tangentes en B οἱ B'. 

a) Toute droite passant par © est orthogonale à (ὦ ; 
elle se transforme en général par inversion en un cerele 


Fi, 122. 


vassant par P et orthogonal à (C'). Tous ces cercles 
ont en commun l'inverse [’ du point Ὁ). On a. 
O'T.O'P -- R'2 (R' -- rayon de (G') 
puisque tous les cercles sont orthogonaux à (C'). 
l' est le pied de la polaire de P par rapport à (C’): 
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De même le transformé du centre ΟἹ est le pied I de 
la polaire de P par rapport à (C). 


b) Si A pris sur (C) ἃ pour inverse A’, si B pris sur 
(ὦ ἃ pour inverse B”. 

Les points A,B,1",B' sont sur un même cercle ; le 
point M d’intersection des cordes AB et Α΄ Β΄ est tel que 


MA.MB — MA'.MB' 


Donc il est sur lPaxe radical (A) de (C) et (C'). 

Si À tend vers B, Α' tend vers Β΄, les cordes ont: 
pour Jimites Jes tangentes aux points B et Β΄, leur 
point d’intersection M tend vers une limite N. Pour 
toutes les positions de À, M reste situé sur l’axe radi- 
cal : sa imite N est située sur l’axe radical. 


Réciproquement : soit M un point de l'axe radical, 
si par M nous menons une sécante MAB à (C), les 
nverses À’ et B' de À οὐ B sont alignés avee M. En 
effet, AB et Δ΄ Β΄ 59 coupent sur (A), leur intersection 
est done confondue avac Pintersection M de AB et (A). 


132. Problème n° 72. 


On donne deux cercles (T°) et (1) de centres O οἱ D"; 
S, et S: sont leurs centres d'homothétie positive οἱ néga- 
live. Par δὲ on mène une sécante qui coupe (1 en À οἱ 
B et une seconde sécante qui coupe (T°) en GC, diamétrale- 
ment opposé à B. Par G, on mène une sécante qui passe 
par ὃς et recoupe (1) en D. 

Trouver le lieu géométrique du point d'intersection 
des tangentes à (F) en À et en D et l’enveloppe de la 
droite AD. 
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a) Soit A’ l’homologue de À dans l’inversion de pôle 
S, qui transforme (1) en (1). Les rayons OB et O'A' 
sont des rayons homologues dans lhomothétie de 
même centre, 115 sont parallèles. Il en résulte que OC 
et OA’ sont homologues dans l’homothétie de centre 
_ S,, donc que A’ et D sont homologues dans l’inversion 
de pôle 5,. 
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Les tangenws en A et Α΄, se coupent sur l'axe radi- 
cal (A) de (1) et (Γ΄ ; les tangentes en D et A’, se 
coupent également sur (A). | 

L’intersection I de la tangente en A’ avec (A) est à 
la fois sur la tangente en A et sur la tangente en D, 
donc ces droites se coupent au point I situé sur (A). 

Réciproquement, soit 1 un point de (A), extérieur à 
([ et (1). Par ce point, nous pouvons mener deux 
tangentes IA et ID au cercle (1, et une tangente IA’ 
au cercle ([”) ; la tangente IA’ peut être choisie de 
telle sorte que À et A’ soient inverses l’un de l’autre 
par rapport à 5,, Δ΄ οὐ D l’étant par rapport à 5. 

La droite A'S2 D recoupe (1) en un point C ; nous 
avons à démontrer que G et B sont diamétralement 


L'INVERSION 179 


opposés. B étant l’homologue de A’ dans l’homothétie 
de centre S,. Or, G est l’homologue de A’ dans l’homo- 
thétie de centre S,, donc les rayons OB et OC, tous 
deux parallèles à OA’, sont alignés. 


Conclusion : le lieu de I est la portion de l’axe radi- 
cal extérieure aux cercles (F) et (1... 

δὴ) La droite AD est la polaire de [ par rapport à (F). 
Le point 1 étant sur (A), la polaire de 1 passe constam- 
ment par le pôle J de (A). 


138. Problème n° 73. 


Le centre ὦ d’un cercle ([ décrit un cercle (C), de 
centre O, de rayon KR. De plus le cercle (T) reste ortho- 
gonal à un cercle (C') de centre O", de rayon R'. Trouver 
l'enveloppe de la polaire du point ΟἹ par rapport au 
cercle (1). 


Les cercles (1 et (C’) se coupent en A et B, puis- 
qu'ils sont orthogonaux, les droites O’A et ΟΒ sont 
tangentes à (1) et la droite AB est la polaire de (F). 
Elle coupe O'o en H ; le triangle O'o À étant rectangle 


OO — ΚΕ’ 
Le lieu de ὦ est le cercle (GC) ; le point H est l’inverse 
" de ὦ (pôle 0’, puissance R',) ; le lieu de H est donc 
l'inverse du cercle (C) dans cette inversion, soit (CG) 
cet inverse. 

La droite HB est le second côté d’un angle droit, 
dont le promier côté passe par le point fixe O’ et dont 
le sommet décrit (() qui est un cercle ou une droite. 
L’onveloppe de AB est une conique. de foyer Ο', 
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Nature de la conique : 


— si (CG) passe par O0”, (C”')'est une droite : l’enve- 
loppe est une parabole de tangente au sommet (C/”). 


FiG. 124. 


“τ si (C) ne passe pas par Θ', (CG) et (CG) sont deux 
cercles homothétiques par rapport à O" ; la position 
de Ὁ’ par rapport à (() est de même nature que sa 
position par rapport à (G). La conique est une conique 
à centre de cercle principal (G”) : 

ellipse si ΟἹ est intérieur à (C), 

hyperbole 51 O0" est extérieur à (C). 


L 


134. Application aux coniques de problèmes de ce genre. 


Elle est Ja conséquence des deux propriétés sui- 
vantes qui se déduisent l’une de l’autre par homo- 
thétie : 


— la directrice relative à un foyer est l'axe radical 
de ce foyer (cerele-point) et du cercle directeur ayant 
pour centre l’autre foyer ; 

— la directrice relative à un foyer est la polaire de 
ce foyer par rapport au cercle principal, 
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135. Problème n° 74. 


Le foyer K d’une conique est fixe.et le second foyer 1 
se déplace sur un cercle (C) de centre O, de rayon KR. Le 
srand axe de cette conique à une longueur constante 2a. 
Trouver l'enveloppe de la directrice relative au foyer K. 


Nous allons considérer la directrice (A) comme l'axe 
radical du cercle directeur et du cercle-point F et cher- 
cher lPenveloppe de cet axe radical. Une méthode 
vénérale, souvent fructueuse, consiste à évaluer la 
différence des puissances d’un point fixe de la figure 
par rapport à ces deux cercles. 


Fic. 125. 


la différence des puissances de F, variable est sans 


intérêt. Calculons la différence des puissances de O ; 
? 
c'est 


R? — 4 «2 — OF? ; elle est constante 


R2 4 a? — OF? - 2 ΕΠ ΚΟ - 2 ΕἸ ΟἿ. 


Cette relation ne permet pas de trouver immédiate- 
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ment le lieu de K, mais soit K' le transformé de K par 
—> 
la translation définie par le vecteur OF | 


KR -- OP 
— _—} 
OK = FK: 
R'—4 ἃ — OF? = 2 FF”. π΄: 


K' est l'inverse de 1" dans l’inversion de pôle F, de 
puissance R? — 4 a? — OF? ; c’est un cercle homothé- 
tique de (G) (ou une droite). Le lieu de K s’en déduit 
par la translation inverse de la précédente 


K'K — FÔ 


c'est un cercle dont le centre est sur la droite FO 
(ou une droite perpendiculaire à FO). 

La directrice porte le second côté d’un angle droit 
dont le premier côté passe par le point fixé O et dont 
le sommet décrit un cercle (ou une droite). Son enve- 
loppe est une conique dont la nature se discute comme 
précédemment. | 


DOUZIÈME LEÇON 
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186. Problème n° 75. 


On considère un cercle (CG) et un point À non situé 
sur (C). MN est une corde variable dont la longueur 
reste constante. AM et AN recoupent (ὦ) en Μ' et Ν'. 
Démontrer que le cercle circonscrit au triangle AM'N° 
fait avec le cercle (C) un angle constant. 


Considérons l’inversion de pôle À, et dont la puis- 
sance est la puissance de À par rapport à (C). Le 
cercle (C) est invariant dans 
cette inversion. L’inverse Das ue 
de M est M, l'inverse de 
N est N’. L’inverse de la 
droite MN est le cercle pas- 
Sant par À, M’, N’.La corde 
MN, de longueur invariable | 
coupe (C) sous un angle Re: 
constant, donc l’angle du 
cercle (G) et du cercle cir-. 
conscrit à AM'N' est constant el θ66} ὰ re de (ὦ 
οὐ de MN. 


Fic. 126. 


e 
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137. Problème n° 76. 


Deux cercles (CG) et (G”), de centres O et 0”, se coupent 
en À et B. M étant un point du cercle (C), on joint MA 
qui recoupe (C’) en P et MB qui recoupe (G') en Ὁ. 

a) Démontrer que les droites MO et PQ sont perpen- 
diculaires ; | 

b) Démontrer que le cercle circonscrit au triangle 
MPQ coupe les cercles (G) et (C') sous des angles cons- 
Lants lorsque le point M varie. 


\ 
PACE 


Fire, 127. 


a) Considérons l’inversion de pôle M dont la puis- 
sance est la puissance de M par rapport au cercle (CG). 
La droite PQ est la transformée du cercle (C) dans 
cette imversion. La droite MO, joignant le pôle d’inver- 
sion au centre du cerele est sa propre inverse ; c’est 
un diamètre, orthogonal à (C), elle est donc perpendi- 
culaire à PQ. 


b) Dans la même inversion, la droite AB est la trans- 
formée du cercle passant par M, P, Q. Le cercle cir- 
conserit à MPQ fait avec (C) et (( les mêmes angles 
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que la droite AB. Ces angles sont constants lorsque 
M varie. 


Remarque : jusqu'ici, nous avons, dans les pro- 
blèmes, utilisé une inversion constante. Dans la se- 
conde question du dernier problème, nous venons 
d'utiliser une inversion variable : le pôle d’inversion 
et’la puissance d’inversion étaient variables. 


188, Problème n° 77. — Théorème de Ptolémée. 


Dans un quadrilatère convexe inscriptible, le produit 
des diagonales est égal à la somme des produits des côtés 
opposés 


AC x B D Ξ (AB x CD) + (BC x AD). 


-- 


Si nous faisons une inversion de pôle À, de puis- 
sance Æ, les points B, GC, D se transforment en trois 
points B°, C', D’, alignés, le point C’ étant situé entre 


Bret C γ 
On a la relation μὴ Ἴ 
| VECTUN. P6 
B'D' B'C’ L σ΄. LES 
| k | en 
B'D' - BD x IE | 
HABAD 
Bic" 2 pe τς [Δ] ἐπ ὦ 
ne * ABAC RTS 
| k| 
AC.AD Kia. 128, 


On en tire 


BD ARCS CD 
AB:AD AB.AC 
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ou en multipliant les deux membres par AB.AC.AD 
BD.AC = BC. AD + CD. AB 
Réciproquement, cette relation entraîne 
B'D' = RC Bi C'D’ 
si elle est vérifiée, les points Β΄, C’.D' sont alignés 
et les points À, B, ἃ, D sont sur un même cercle. 
Le théorème de Ptolémée exprime une condition 


nécessaire el suffisante pour qu’ un quadrilatère convexe 
ABCD soit inscriplible. 


139. Problème n° 78. | 
Démontrer que le cercle (11 ayant pour centre l'un 
des centres d’homothétie de deux cercles (GC) et (() οἱ 


passant par leurs points communs, coupe ces deux cercles 
sous des angles égaux. 


Fic. 129. 


{ 


L'inversion positive de pôle S, et qui échange les 
cercles (C) et (( admet pour cercle d’inversion le 


" \ ‘ ῃ ITU AAA ‘ ᾿ τ! 1 1! “ot { 
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cercle (F,), de centre S,, passant par À et B. Ce cercie 
est Invariant dans l’inversion.Puisque linversion con- 
serve les angles, l'angle de (F,) et de (C) est le même 
que celui de leurs inverses (F,) et (C7). Le cercle (ΤᾺ) 
s'appelle le premier cercle bissecteur des cercles (C) 
et (C'). 

L’inversion positive de pôle S, et qui échange les 
cereles (C) et (( admet pour cercle d’inversion le 
cercle (14) de centre S,, passant par À et B. Un rai- 
sonnement identique au précédent montre que l’angle 
de (F,) et de (C) est égal à l’angle de (12) et (C). Le: 
cercle (14) est le second cercle bissecteur des cercles 


(C) et (G°). 


139. Remarques sur les problèmes précédents. 


L'inversion permet de découvrir les propriétés 
d’une figure ; en effet cette figure se transforme quel- 
quefois en une autre dont les propriétés apparaissent 
plus facilement (exemple : cerele et droite). S'il s’agit 
de propriétés conservées dans l’inversion, telles que les 
propriétés d’angles et de contacts, on en déduit leur 
existence pour Ja première figure. 


140. Transformer toute la figure par inversion. 


Parmi toutes les transformations étudiées, l’inver- 
sion est la seule qui modifie la forme des figures : un 
cercle peut se transformer en une droite, une droite 
peut se transformer en un cercle. | 

Mais elle possède en commun avec les précédentes 
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des propriétés intéressantes : conservation des angles 
et des contacts. 

Cet ensemble de propriétés de linversion explique 
l’intérèt du procédé que nous allons étudier dans cette 
leçon. 

Une figure étant donnée, il est parfois possible de 
trouver une inversion telle que la figure transformée 
présente des propriétés évidentes. S'il s’agit de pro- 
priétés d’angles ou de contact, on en déduit des pro- 
priétés de la figure primitive. 

11 est aussi possible de simplifier une construction 
par inversion : on inverse la figure donnée et on cons- 
truit l'inverse de l’élément demandé. 


141. Problème n° 79. 


a) Deux cercles (C) et (C'), se coupent en Α et B. 
M étant un pount de leur axe radical, construire les cercles 
passant par M et tangents à (G).et (C'). 

b) Ce problème admet deux solutions (F) et (1) qui 
se coupent en un second point N. Trouver le lieu du 
point N lorsque M varie sur l'axe radical. 


Supposons le problème résolu et soit (1 un des 
cercles demandés. Transformons la figure par lPinver- 
sion de pôle M et de puissance MA.MB ; cette inversion 
conserve les cercles (C) et (C'). Le cercle ([”) se trans- 
forme en une droite (y), tangente commune à (C) et 
(0). Il existe deux tangentes communes (y) et (y') à 
(C) et (C”) ; ces droites se coupent au point S, centre 
d’homothétie positive des cercles (C) et (C’). 

Nous pouvons construire les tangentes communes 


L'INVERSION ET L'ÉTUDE DES FIGURES 189 


(y) et (γ). Soit T le point de contact de (y) et de (ὦ. 
La droite MT recoupe le cerele (G) en t, inverse de Τ, 
Ce point est donc le point de contact du cerele (C) et 
du cercle (1) qui est alors déterminé. Une construc- 
tion analogue permet de construire le cercle (1) 
inverse de (y). | 


Ια. 130, 


b) Soit N l'intorsoction des cereles (Τὺ et (1 ; 
l'inverse du point N est le point 5, done les points 
S,N, M sont alignés. | 

La relation : 


MA. MB — MN. MS 


montre que À, B, N, S sont sur un même cercle. 
Donc le point N décrit le cercle circonserit au triangle 
SAB. Réciproquement, à tout point N de ce cercle 
correspond une position de M. 


142. Problème n° 80. 


On donne un point À et un cercle (G) de centre O et de 
rayon R. On considère les cercles (1) passant par À οἱ 
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langents au cercle (GC). Lieu du deuxième point commun 
à deux cercles (1) orthogonaux. 


Soient deux cercles (11) et (F,) orthogonaux, B 
leur second point commun. 
Transformons toute la figure par linversion de 


ἣν € 
lo € 


‘: ) TS 


F1G. 131. 


pôle À qui conserve le cercle (C). Les cercles (1) et 
(1) se transforment en deux droites perpendiculaires 
(y) et (y,), tangentes au cerele (C). Le point d’inter- 
section ὁ de ces droites est l’inverse du point B. Le 
lieu de b est le cercle de centre O et de rayon ἢ V2 ; 
soit (Ὁ) ce cercle. 

Le lieu de B est la courbe (C’), inverse de (c'). 

Deux cas sont à considérer : 


— OA Z ἢ 2, Α n’est pas situé sur (C') ; la courbe 
(C’) est un cercle homothétique de (07). 

— OA = R ὙΠ τῇ À est situé sur (66) ; la courbe ((") 
est une droite perpendiculaire à AO. 
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143. Problème n° 81. 


Soient (C) et (C') deux cercles orthogonaux variables 
passant par deux points fixes À et B, et soit (A) une de 
leurs tangentes communes. 


1° Trouver le lieu du symétrique «x de À par rapport 
à (A). 
20 En déduire l'enveloppe de (A). 


19 Remarquons que l’imversion de pôle A, de puis-. 
sance AB? transforme (C) et (C') en deux droites (c) 


F1G./132. 


οὐ, (ε passant par B ; puisque linversion conserve les 
angles, les droites (c) et (6) sont perpéndiculaires. La 
droite (A) se transforme en un cercle (δ) passant par 
À et tangent à (c) οὐ (6). L’inverse du point « est le 
centre α΄ du cercle (à). 

Les droites (0) eb (6) étant perpendiculaires, le rap- 
port 


BRETON. -- Géométrie plane 
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α΄ A ᾿ Ι 6 
OST ὀρ] ἃ = 
x’ B ἣν \ 
Le lieu de α΄ est le cercle dont les extrémités d’un 
diamètre sont les points qui partagent AB dans 16 


rapport ΩΝ : son centre est le point ὠ΄ de AB tel que 
2 


c’est le symétrique de B par rapport à A; le rayon de 
ce cercle est donné par la relation 


΄ ἃ. ὦ — r? d’où r — AB 2 
la puissance de À par rapport à ce cercle est égale à 
Ac"? — r? — — AB? 


L’inversion précédente transforme α΄ en « ; le lieu 
de « est le cercle inverse du précédent. I] est homothé- 
tique du premier dans l’homothétie de pôle A, le rap- 
port d’homothétie étant 


ἮΝ ΒΡ ΘΚ ΤΩ 

MURS MBA τὰ 

ce cercle est symétrique du premier -par rapport à À, 
il ἃ pour centre B et pour rayon AB 2. 

20 Enveloppe de (A) : (A) est la médiatrice d’un 
segment A dont l’origine A est fixe et dont l’extré- 
mité se déplace sur un cercle. Son enveloppe est une 
conique de foyer À dont le lieu de « est le cerele direc- 
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teur. C’est une elbipse, puisque À est extérieur au 
cercle, L’excentricité est 


Les caractéristiques de cette conique sont : 


loyers À et B : 


distance focale 2. — AB 
grand axe 24 ABY 2 
petit axe 2b — AB. 


144. Problème n° 82. 


On donne un cercle (( et une droite (D) non sécants. 


10 Montrer que l’on peut, par une inversion de pôle 
convenablement choisi, transformer ces deux lignes en 
deux cercles concentriques. 

20 On considère deux cercles (FT) et (1) variables οἱ 
assujellis à rester langents entre eux et tangents à (C) οἱ 
(D). Trouver le lieu du point de contact de (F) et (1). 

30 En déduire le lieu des pôles des inversions qui 
transformeraient (C) et (D) en deux cercles égaux. 


10 Soit P le pôle de l’inversion demandée : 

le centre du cercle (d), transformé de (D) est l’in- 
verse du symétrique Q de P par rapport à (D), 

le centre du cercle (c) transformé de (C) est l'inverse 
du pied Q’ de la polaire de P par rapport à (ὦ. 


Pour que Q et Ὁ’ aient même inverse, 11 faut et 1] 
suffit qu’ils soient confondus, c’est-à-dire que la po- 
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laire de P par rapport à G soit l'homothétique de (D) 
(pôle P, rapport 2), c’est-à-dire que (D) soit l'axe radi- 
cal de (C) et du cerele-point Ὁ. 


(D) 


Fi. 133. 


Le point P, solution du problème est un des points 
de Poncelet du faisceau défini par (C) et (D) ; l’autre 
point de Poncelet est également solution ; c’est le 
point 0. 

29 Considérons la figure formée par (c) et (d), trans- 
formés de (C) et (D) par uné inversion de pôle P, de 
puissance À Les cercles (ΤῚ et (1) sont transformés 
en des cercles (y) et (y’) tangents entre eux et tangents 
aux cercles concentriques (c) et (d). 


 Eliminons aussitôt un cas : 

Si on 80 fixe le point de contact sur (D), 11 existe 
deux cercles tangents à (D) en ce point et tangents à 
(C) ; si on se fixe le point de contact sur (C), il existe 
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deux cercles tangents à (CG) en ce point et tangents à 
(D). Les premiers lieux évidents des points de contact 
de (FT) et (Γ΄ sont donc (C) et (D). Nous éliminerons 
ce cas en spécifiant que le point de contact n’est ni 
sur (C) n1 sur (D). 

Cas général : 

Soit r le rayon de (c), r' Le rayon de (d). 

Les cercles (y) tangents à (c) et (d) se répartissent 
en deux familles. 


|r-r"| 
a) famille (y,) de rayon 5 τ 
b) famille (y) de rayon 4 se Α 


Le problème du contact se pose ainsi : 


deux cercles de la même famille tangents entre eux, . 
deux cercles de familles différentes tangents entre. 
eux. 


{1 


Etudions d'abord le cas des 
cercles de familles différentes : la 
distance des centres de ces cercles 
est comprise entre les rayons r οὗ 
γ᾽ ; or ces cercles ne peuvent être 
tangents que 51 la distance de: 
centres est égale à la différence τα. 134. 
ou à la somme des rayons, c’est- | 
à-dire soit à r, soit à r’ suivant les cas. Ce cas n’est 
réalisé que lorsque leurs centres sont alignés avec O, 
si le point de contact est sur (c) ou sur (d). Ce cas a 
été éliminé, | 
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Cercles de la famille y. — Le point O ἃ pour puis- 
sance -— rr" par rapport à chacun de ces cereles ; 1] ἃ 
même puissance par rapport à deux cercles de cette 
famille. O est sur leur axe radical, la puissance étant 
négative, 1l.est à l’intérieur. L’axe radical, coupant 
les deux cercles, ces deux cercles ne peuvent pas être 
tangents. 


Cercles de la famille y. — Le point O ἃ pour puis- 
sance 7r° par rapport à chacun de ces cercles ; s'ils 
sont tangents en un point ο΄, la tangente commune au 
point g passe par Ὁ) 


Ogg? — νυ donc Og — V/rr! 


“5. se trouve sur le cercle .c’ de centre O et de rayon 


Ven 


Réciproquement, étant donné un point g sur le 
cercle (67) considérons un cercle tangent à Og en g et 
à (ὦ) en un point a ; la droite Oa recoupe ce cercle en a’ 


Où OO Tr" 


d’après cette égalité puisque Oa -- r, Oa' = γ", donc 
a'est sur (d) et les cercles (6) et (d) sont tangents en α΄. 
Le lieu de g est donc le cerce (67). 
Le lieu de ἃ, point de contact de ([ et (1) est le 
cercle (C1) inverse de (c'). 


Remarque. —- Les cercles (0), (6) et (d) sont tous 
orthogonaux à leurs diamètres. Par inversion, ces dia- 
mètres se transforment en un faisceau de cercles pas- 
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sant par P et Q. Les cercles (G) et (C’) appartiennent 
donc à un même faisceau, de points limites P et Ὁ. Ce 
faisceau admet pour axe radical [ἃ droite (D). 


30 Prenons comme pôle d’inversion un point G du 
cerele (G°) ; il existe deux cerclés (1) et (1 tangents 


en G et tangents à (C) et (D). Transformons la figure. 
(GC) et (D) se transforment en des cercles (c) et (d), 
(l) et (1 en des droites (y) et (γ᾽) ; (1 et (1 étant 
tangents en G, (y) et (γ΄) sont parallèles et ce sont des 
tangentes communes à (0) et (d). Donc les cercles (c) et 
(d) sont égaux. 

Réciproquement, si une inversion transforme (C) 
et (D) en deux cercles égaux, les tangentes communes 
extérieures à ces derniers cercles, qui sont parallèles 
se transforment en deux cercles (1) et (1) tangents 
entre eux αὖ tangents à (GC) et (D). Le pôle d’inversion 
est done sur le cercle (C”). 

Le lieu des pôles d’inversion qui transforment (() et 
(D) en deux cereles égaux est le cerele (C7). 
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145. Problème n° 88. 


Transformer tous les cercles d’un faisceau en cercles 
concentriques (faisceau de cercles non sécants, à points 
limites). 


Le faisceau conjugué est constitué par tous les 
cercles passant par les points limites P et Q. Une 
inversion de pôle P (ou Ὁ) trans forme le faisceau con- 
jugué en un faisceau de droites concourantes. Les 
cercles du faisceau donné se transforment en cercles 
orthogonaux ἃ toutes ces droites, c’est-à-dire en 
cercles ayant pour centre commun le point commun à 
toutes ces droites. 


F1G. 136. 


Réciproquement, si une inversion de pôle P trans- 
forme tous les cercles d’un faisceau à points limites en 
cercles concentriques, ces derniers cercles sont 0, tho- 
gonaux à un faisceau de droites concourantes, inverse 
d’un faisceau de cercles passant par P et un second 
point Q. Les points P et Q sont les points limites du 
faisceau donné. | 

Les pôles des inversions qui transforment Les cercles 
d’un faisceau à points limites en cereles concentriques 
sont les points limites. 
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146. Règle pratique pour les problèmes. 


Les exemples précédents ont mis en évidence les 
formes particulières qui peuvent être prises par lin- 
verse d’une figure donnée, si le pôle est convenable- 
ment choisi. Dans les problèmes, en particulier dans 
les constructions, si les propriétés de la figure se con- 
servent dans l’inversion, il y ἃ souvent intérêt à la 
transformer en une figure plus simple. 


147. Problème n° 84. 


Construire un cercle passant par un point À donné οἱ 
tangent à deux cercles donnés. 


Fire. 137. 


Une inversion de pôle À transforme les cercles don- 
nés en deux autres cercles et le cercle cherché en une 
tangente commune. Le problème revient au problème 
des tangentes communes. 
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Soient (C) et (C7), les cercles, de centres O et Ὁ’ :: 
(ὦ) et (6) sont leurs inverses, leurs centres sont à et {}. 
L'une des tangentes communes touche (c) en b et (6) 
en D". Pour trouver les points de contact B et ΒΒ! du 
cercle cherché avec (C) et (GC), il suffit de construire les 
inverses de ἢ et δ' : la droite Ab coupe (C) en deux 
points : l’un est l’homologue de b (dans l’homothétie), 
l’autre est le point B cherché. On trouve de la même 
manière le point Β΄, Le cercle cherché est déterminé 
par les points À, B, Β΄ ; son centre est à l'intersection 
des rayons OB et Θ΄ Β΄. 


148. Problème n° 85. \ 


Etant donnés deux cercles (G) et (CG), se coupant en Δ 
οἱ B, construire un cercle orthogonal à (C), tangent à (GC), 
et tangent à une droite (D) donnée. 


. han diet, à 


Fr. 138. 


Une inversion de pôle À transforme (C) et (Ὁ) en 
deux droites (c) et (67 ayant en commun le point b 
inverse de B ; elle transforme (D) en un cercle (d) 
passant par A, 
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Le problème revient à construire un cercle (y), 
ayant son centre sur la droite (c) et tangent au cerele 
(d) et à la droite (c'). Ge cercle ἃ même centre qu’un 
cercle passant par le centre de (47 et tangent à une 
droite (Ὁ) parallèle à (C'), que nous savons construire 
(problème n° 50). 

I] suffit de construire ensuite le cercle (1, inverse 
de (y). 


149. Problème n° 86. 


Construire un cercle (ΕἾ, tangent à deux cercles (OC) 
el (C') sans points communs, et à une droite (D). 


Une inversion ayant pour pôle un des points limites 
P du faisceau déterminé par (GC) et ((1) transforme ces 
cercles en deux cercles con- 
centriques (c) et (61) et la droite MOSIL OS 
(D) en un cercle (d), passant Le ᾿ ὡλ 
par P. & est le centre commun | ; κου ᾿ 
aux cercles (0) et (ε΄), r et γ' δὶ Ἢ 0) 

le !) HA}. 2 


sont leurs rayons. 
Il existe deux familles de 

cercles tangents à la fois à (ὦ Frc. 139. 

et (c°) : 


# 


! 


᾿ L 


em 
-!dontle centre est 


pe 


à r 
sur le cercle de centre t et de rayon —— : 
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Lee 


% r | 
2e famille : cercles de rayon — dont le centre est 
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+4 ai] 
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sur le cerele de centre ὦ et de rayon 
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Etant donné un cercle de lune des familles, On 
trouve tous les autres en lui faisant subir des rotations 
de centre ὁ. Pour résoudre le problème donné, on cons- 
truit arbitrairement un cercle de l’une des familles 
et on lui fait subir une rotation telle qu’il devienne 
tangent au cercle d. Le problème admet suivant les 
cas 0, 2 ou 4 solutions. I en est de même. pour la se- 
conde famille. | 

On revient ensuite par inversion à la figure primi- 
Live. | 


150. Problème πὸ 87. 


(F°) est un cercle fixe de centre O ; À est un point fixe 
extérieur ἃ (1), BG un diamètre variable de ce cercle. 
Les droites AB et AC recoupent (T) en D et E. 


19 T'rouver le lieu du centre du cercle circonscrit au 
triangle ABC. 

20 Trouver l'enveloppe de la droite DE. 

30 Démontrer que le cercle passant par À, D, E, est 
orthogonal à (1. Trouver le lieu de son centre. 

40 Trouver le lieu du second point d'intersection des 
cercles circonscrits aux triangles ABC et ADE. 


19 La puissance du point O par rapport au cercle 
(F) et au cercle passant par A, B, C, ἃ pour valeur. 
OB.0C = ΟΑ ΟἿ = — R2. 


R étant le rayon du cercle (F). 

Le produit OA.OT étant constant, le point 1 est fixe. 
Le centre du cercle passant par À, B, G est sur la mé- 
diatrice de ΑἹ. 
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Réciproquement, étant donné un point de celte 
médiatrice, ce point est le centre d’un cercle passant 
par Λ et 1. Sa puissance par rapport à O étant — R?, 
ce cercle coupe (F) suivant un diamètre. Le lieu 
demandé est done la médiatrice de ΑἹ. 


20 Le cercle passant par Δ, B, G passe par le point 
fixe 1 ; ce cercle est l'inverse de la droite DE dans 
linversion dont le pôle est Α et dont la puissance est 
la puissance de À par rapport à (F). Donc la droite 
DE passe par le point J, inverse de I. 


F1G. 140. 


30 Le cercle (Τὺ est son propre inverse, l'inverse 
du cercle passant par A, D, E est la droite BG. Cette 
droite, qui est un diamètre, est orthogonale à (1). 
Donc le cercle passant par Δ, D, E, est orthogonal 
à (F). 

40 Les cercles circonscrits à ABC et ADE se coupent 
en un point P, leurs inverses qui sont les droites BC et 
DE, se coupent en M, inverse de P. 
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Le lieu de M est la polaire de À par rapport à (F) ; 
le lieu de P est lPinverse de cette droite, c’est le cercle 
de diamètre AO. 


151. Conclusion. 


Ce petit livre ἃ certainement apporté au lecteur 
familiarisé avec l’exposé traditionnel de la géométrie 
bien des éléments nouveaux. L’emploi des transfor- 
nations, en permettant la découverte des propriétés 
des figures et la recherche facile des problèmes donne 
plus d’attrait à la géométrie. Il permet, après quelques 
mois de travail, de s'attaquer à la recherche de pro- 
blèmes relativement difficiles avec quelques chances 
de succès. Il s’agit d’ailleurs de méthodes d’études 
relativement récentes, puisque leur découverte date 
seulement du xvrrre οὐ du x1x® siècle. 
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